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LES 


ESPACES MÉTRIQUES QUASI CONVEXES 


Par M. E. BLANC. 


INTRODUCTION. 


En cherchant 4 établir les fondements d’une théorie des fonctions 
multiformes abstraites d’un argument abstrait, dont l’ébauche se 
trouve dans quelques Notes présentées par moi à l’Académie des 
Sciences ('), je me heurtai à une difficulté qui fut le point de départ 
des présentes recherches. 

- J'avais cru démontrer qu’une suite convergente d’ensembles C.-M. 
de rayon « [un tel ensemble est la réunion de sphères ouvertes de 
rayon a centrées sur les points d’un ensemble donné (?); c'est ce que 

-j’appellerai aussi, dans le cours de ce travail, un sphéroide ouvert | 


LE EP OI ET ER RS ADO AS re EE 
(2) Sur la structure de certaines lois générales régissant les correspondances multi- 
formes (C. R. Acad. Sc., t. 196, 1933, p. 1769) et Sur les correspondances multi formes 
monotones (ibid., t. 200, 1935, p. 1829). 
(2) G. BouLiGAnD, Géométrie infinitésimale directe, p. 31. 
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avait pour ensemble limite un ensemble C.-M. de même rayon. Or ce 
théorème est faux en général dans un espace métrique quelconque. Il 

faut, pour qu'il dévienne exact, assujettir la métrique de cet espace à 

une condition nouvelle que j'ai appelée la quasi-convextté. C'est a 

l'étude de cette quasi-convexité et de conditions du même type qu'est 

consacré ce Mémoire. 

Il est naturel d'appeler « sphère » dans un espace métrique 
quelconque l’ensemble des points dont la distance à un point donné 
est inférieure (ou inférieure ou égale) à un nombre donné. Il est 
alors tentant de se laisser entrainer par ce qu'un tel mot peut 
évoquer, et d'attribuer à de telles sphères celles au moins des pro- 
priétés des sphères ordinaires qui paraissent les plus évidentes. 

Or, dans certains espaces métriques fort simples, ces sphères 
peuvent déjà présenter de multiples anomalies. C’est le rôle de la 
quasi-convexité et des conditions analogues que d'empêcher ces 
anomalies de se produire. Dans ce que j'appelle les « espaces à 
distance régulière » les sphères sont des êtres géométriques sur 
lesquels il est possible de raisonner à peu près comme sur les sphères 
de la géométrie euclidienne. 

Après un Chapitre préliminaire où sont précisées hypothèses et 
notations, le Chapitre I est consacré à l’analyse de la notion de 
frontière d’un ensemble et à l'expression au moyen de six ensembles 
fondamentaux d’ensembles attachés à cet ensemble (intérieur, ferme- 
ture, etc.). J'y définis aussi la notion d'ensemble régulier, générali- 
sant celles déjà connues d'ensemble régulier ouvert et d'ensemble 
régulier fermé. 

Dans le Chapitre II, je montre, sur des exemples simples, les singu- 
larités que peuvent présenter les « sphères » d’un ensemble métrique 
quelconque. 

Le Chapitre III est consacré à la définition de la quasi-convexité et 
à sa conséquence fondamentale : La fermeture d’une sphère ouverte 
coincide avec la sphère fermée de méme centre et de méme rayon. Les 
relations de la quasi-convexité avec la convexité de M. Menger et les 
convexités de M. Aronszajn y sont aussi étudiées. 

Je définis, dans le Chapitre IV, deux conditions de régularité de la 
distance, chacune pouvant se présenter sous une forme faible ou sous 
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une forme forte, la premiére condition forte étant la quasi-convexité 
elle-même. Ces conditions, lorsqu’on les impose à la métrique d’un 
espace, y suppriment l’une ou l’autre des singularités constatées au 
Chapitre III. Leur mode d’action est en général le suivant : Pour 
qu'une des singularités disparaisse, l’une ou l’autre des conditions 
faibles est nécessaire, la condition forte correspondante étant alors 
suffisante. 

J'étudie dans le Chapitre V les sphères généralisées ou sphéroïdes 
(lieux des points dont la distance à un ensemble est inférieure à un 
nombre donné) et j’étends à ces sphères le résultat fondamental du 
Chapitre III. J'introduis, en outre, la notion de sphéroide d'ordre 
supérieur à un et montre comment la quasi-convexité intervient pour 
en simplifier certains aspects. 

Les Chapitres VI, VII, VII, après un bref rappel de résultats connus 
sur les ensembles limites attachés à une suite d’ensembles, con- 
tiennent une étude des suites de sphéroides dans un espace quasi 
convexe et compact. J'y montre comment les ensembles limites 
attachés à une suite de sphéroides, se déduisent des ensembles 
analogues attachés à la suite des ensembles centres de ces sphéroides. 
J'obtiens ainsi, sous les hypothèses énoncées, d’importants théorèmes 
de passage a la limite, en particulier celui dont il est question au 
début de cette Introduction. 

Pour finir, un appendice contient deux exemples d’espaces non 
quasi convexes qui n'étant pas compacts présentent des singularités 
supplémentaires. J'avais déjà signalé dans ma Note : Sur la notion de 
distance ('), le premier de ces exemples. 

Je tiens, en terminant, à exprimer ma vive reconnaissance à 
M. Bouligand qui a donné à mes recherches leur élan initial et n'a 
cessé de s'intéresser à mes travaux, ainsi qu'à M. Montel dont les 
précieuses indications m'ont amené à préciser certains points de ce 
Mémoire. Qu'il me soit permis enfin de remercier ici les maitres qui 
m'ont formé au Lycée, à l'École Normale, à la Sorbonne et au Collège 
de France, ainsi que tous ceux qui, à un titre quelconque, m'ont 
aidé de leurs conseils et soutenu de leurs encouragements. 


(1) C. R. Acad, Se., L. 200, 1935, p. 1646. 
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CHAPITRE PRELIMINAIRE. 


I. — Hypothéses sur l’espace. 


Dans tout le cours de ce travail, nous supposerons que l’espace &, 
sur lequel nous aurons à raisonner est un espace métrique, effective- 
ment distancié au moyen d’une distance de Fréchet. On sait qu'une 
telle distance satisfait aux axiomes suivants : 

Quels que soient deux éléments a et b de l’espace, en désignant par 
ab leur distance, on doit avoir : 


I. ab > 0, si a et b sont distincts; 

II. ab= 0, si a et b sont confondus ; 

III. ab = ba (loi de symétrie); 

IV. Quels que soient trois points a, b, c, on a : ab<ac + bc (inéga- 
lité triangulaire). 


Le quatrième axiome a pour conséquence que, si deux points sont 
distants de moins de €, leurs distances à un troisième diffèrent de 
moins de €. On voit que, d’après la définition de la limite dans un 
espace métrique, si un point variable x a pour limite un point 2, la 
distance ax a pour limite aa,. En ce sens, on peut dire que: 


THÉORÈME. — Six et y sont deux points variables de l’espace la distance 
ay estune fonction continue des deux points x et y. 


Nous supposerons en outre que l’espace & est connexe ('), c’est- 


à-dire que l’on ne peut pas trouver deux ensembles A et B, non vides, 
fermés et tels que 
A+B=2#, A.B=o. 


(*) Voir, par exemple, Knaster et Kuratowskt, Sur les ensembles conne.res (Fund. 
Math., Vol. Il, p. 207), où l'on trouvera une bibliographie complète et une étude sur les 
différentes définitions proposées pour la connexité. : 

Dans le présent travail, nous appellerons ensemble connexe, un ensemble dont la fer- 


meture ne se laisse pas décomposer en deux ensembles fermés sans points communs. Un 
ensemble connexe et fermé est un continu. 


~ 
= 
se 
€) 
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II. — Notations. 


Les majuscules désigneront en général les ensembles, et les minus- 
cules les éléments de l’espace ou de ses sous-ensembles. 
On désignera par : 


À + B, la réunion des ensembles A et B; 

A.B, leur intersection; 

Æ — A, le complémentaire de A dans I’ espace Æ; 
A’, le derive de A; 


A, la fermeture de A (réunion de A et de son dérivé); 


. A,, l’intérieur de A; 


A., l’extérieur de A; 

A;, la frontière de A; 

A )B, signifie que A contient B et au moins un point étranger à B; 
A DB, signifie que A contient B; 

a € À, signifie que a appartient à A; 

a non — € À, signifie que a n'appartient pas à A; 

ab est la distance des deux points aetb; 

d(a, E), la distance du point a à l’ensemble E; 


. (E, F), la distance des deux ensembles E et F (les parenthèses pou- 


vant être remplacées par des crochets, si besoin est); 
(a), l’ensemble formé du seul point a; 
(a), ou s(a, a), la sphère ouverte de centre a, de rayon a; 
(a); ou s(a, a), la sphère fermée analogue; 
a(a, a), la périsphère (') de centre a et de rayon «. 
E, étant un ensemble quelconque, on désignera par : 
E, ou s(E, «), la sphère généralisée ouverte (sphéroïde ouvert); 
E; ou s(E, «), la sphère généralisée fermée (sphéroide fermé); 
o(E, «), la périsphéroide, 
toutes de centre E et de rayon « (?). 
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Pour une suite d’ensembles} E,, | : 


1, est l’ensemble limite restreint (Borel); 

S, en est l’ensemble limite complet; ; 

L, l’ensemble limite (s’il existe) au sens de M. Borel; 
J, la limite topologique inférieure ; 

8, la limite topologique supérieure ; 

&, la limite topologique (si elle existe ); 

2’, la limite métrique (Hausdorff). 


Pour la suite des sphéroides | (E, ), |. 


I, S*, L?, 5%, S*, &%, £'* ont des significations analogues. 


CHAPITRE 1. 


FRONTIÈRES. 


I. — Définitions. 


|. On sait que par rapport à un ensemble donné A, on peut subdi- 
viser l’espace © en trois ensembles s’excluant mutuellement : 


L'intérieur de A : Ap = UT TA: 
w— À; 


La frontière de A : A-=A.&% — A. 


L'extérieur de A : A, 


| 


Ces trois ensembles peuvent dans certains cas étre vides, cependant 
le dernier est certainement non vide dans un espace connexe pourvu 
que A soit un vrai sous-ensemble non vide de cet espace. S'il n’en 
était pas ainsi, © serait décomposé en deux sous-ensembles non vides, 
fermés et sans points communs A et U—A et ceci est contraire à 
l'hypothèse de connexité de l'espace. 

On a bien 


Var (RARE AA) A TES 
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c'est la loi de De Morgan appliquée aux ensembles A et & — À. 
D'autre part, les relations 


{ A; .Ae =, 
(1) Aire Oo, 
A;.As=o 


résultent du fait que E.(@—E) est vide quel que soit E, combiné 
avec l’associativité de l’opération intersection. ; 


2. Nous allons maintenant subdiviser la frontière elle-même en 
quatre sous-ensembles. Ecrivons 


Ay=Ay.Aj. A+ Ay. Ar (TA )+A;(T—A).Ac+ Ay. (@— A )(&— À). 


Nous désignerons les quatre ensembles qui figurent au second membre 
respectivement par A;,, Ay;, Aye, Ay;. Il est évident, d’après leur ori- 
gine qu'ils n’ont aucun point en commun deux à deux. Interpré- 
tons-les. 

On peut éerire, A;, A;, et A, étant sans points [communs deux à deux 


Apr Ay. (Ait Aj).(Ae+ AS) = Ay. ALAS, 


A,, est donc l’ensemble de ceux des points frontière qui sont limites à 
la fois de points intérieurs et de points extérieurs. De tels points seront 
appelés points frontière réguliers et A;, sera la frontière régulière. C'est 
un ensemble fermé (intersection de trois ensembles fermés). 

On montrera de même que A,;, la frontière intérieure, est l’ensemble 
des points frontière limites de points intérieurs mais pas de points 
extérieurs; que À,, frontière extérieure, est l’ensemble des points 
frontière limites de points extérieurs mais pas de points intérieurs ; 


C2) Ceci n’est pas autre chose que le développement logistique de la classe Ay rapport 
aux classes À; et À (voir par exemple CouTuRAT, 4/gébre de la Logique, p. 31-32, Paris. 
1905). : 
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que A,,, frontiére singulière est l’ensemble des points frontière qui 
ne sont limites ni de points intérieurs ni de points extérieurs ('). 


3. Remarque. — Il résulte évidemment des définitions de Aj, A,, 
Ay, A ps Ari Ape que ces six ensembles s’excluent mutuellement l'un 
l’autre, c'est-à-dire que leurs produits deux à deux sont tous nuls et 
qu'ils forment une décomposition de l’espace, c’est-à-dire que leur 
somme est égale à T. 


II. — Dualité. 


4. Avec un ensemble A considérons son complémentaire B. La rela- 
tion qui sert à définir l’intérieur peut s’écrire 


A;= x —B; B=z— A: 


On aura évidemment aussi 


B= 2— A: A—wx—B.,. 


(*) Soit dans le plan l’ensemble de tous les points du carré unitaire OAEF 


One S15 


ORT. 


Réunissons à cet ensemble l’ensemble des points de coordonnées rationnelles positives 
inférieures à 2. L’ensemble réunion possède : 


Une frontière régulière formée des segments OE et OA (extrémités comprises); 
Une frontière extérieure EDCBA (les points A et E étant exclus); 


D C 


Une frontière intérieure AFE (A et E exclus); 


Une frontière singulière constituée par tous les points intérieurs à 


« l'équerre » 
ABCDEFA. 


SA 
en Oa en 
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En tenant compte de la relation qui sert à définir l’extérieur d’un 
ensemble, on voit que 


(1) Ae Bes A,= B. 


La définition de lafrontiere étant symétrique par rapport à A et B, on 
aura d’autre part 


(2) Ags By. 


En tenant compte de (1) et de (2) ona 


(3) By = By. By Bea Ap AAA}, 

(3’) . Bra=B,.B,.(&— B.) = ee 
de méme 

(3”) Byre= À ri 

et enfin 


(39 By,.=B,.(—B,) (@— B.) =A,.(@— A.)(t— AA: 


En résumé, à chaque élément de la décomposition de l’espace par A 
correspond un élément de la décomposition par B, ae lui est égal, les 
indices se correspondant de la façon suivante : 


jf correspond à ff, 
r » r', 


Ss bY 
ae) » e, 
e ( 


Les premières égalités écrites montrent en outre que 


La fermeture de A est complémentaire de l’intérieur de B ; 
La fermeture de B est complémentaire de l’intérieur de A. 


Si l’on remarque que l'opération du passage d’un ensemble à son 
complémentaire est elle-même sa propre inverse, on peut encore dire 
que les opérations de fermeture et de passage d'un ensemble à son tnté- 
rieur sont transformées l'une de l'autre par l'opération de passage au 
complémentaire. 

Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. |. 2 
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III. — Cas particuliers. 


5. Ensembles ouverts. — On a, en supposant A ouvert, 


(1) wes AE 


et par conséquent 


A fem As.(æ— A,).Ae= MAX — A} (x — A). Aes 
d’où 
À feast, 
de même 
An AT A)}(T— A)(T— Ae) —0: 


Un ensemble ouvert ne possède ni frontière extérieure ni frontière 
singulière. 


6. Ensembles fermés. — Un ensemble fermé étant le complémen- 
taire d’un ensemble ouvert les relations de dualité et l'énoncé précé- 
dent entrainent : 


Un ensemble fermé ne possède nt frontière intérieure ni frontière sin- 
gulière. 


IV. — Règles de calcul. 


7. Il résulte de la remarque faite au paragraphe 3 que le complé- 
mentaire de la somme de plusieurs des ensembles Aj, A., A,,, Ajs, 
Ari Ave S'obtient en prenant la somme des autres. Ceci nous permettra 
d'exprimer formellement au moyen de ces ensembles un certain 
nombre d’autres ensembles intéressants. 


1° Fermetures : 


A=X—A,=A,+ A prt Ait Aget Aye 
(1) ®=A=>L—A,=A.+ Ayr + Apt À je+ As 
| Ay= Ap! Es A fr + Apt Ape A fs; 


puis en remarquant que 


Ayr. Ay Are; Ag ATH A ri; À je. = A ps. Ar 0, 
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on aura ‘ 
— Ajo = Ay GAS 4 Ayre Ayit Are + A fs) : 
wit, ) Ay == A; + Appt Ari 
et 
(II, ) À AE) Ay, 
par dualité. 


2° Intérieurs et extérieurs : 


1. (A;);= Ag 


oF (Az); — À,; 
: 3. (A; Me À; A let AT 
1 Re 
Rasta 
PARA} © AT À A Apt A. = (Asie: 
6. CA: =P A an — A 


3° Frontières : 

= (A+ À fr + Ayit À pot A js) (CASE A fre Ares 
(A), = À fr + A fe; 
(Ai); = AUDE A Aas (T— A;), 


(IV, ) 


puisque © — A; est fermé. Il vient 


(IV) LA (A; + Ay. Avi ) (Aye Ag =e A re + À + Ac) Se App A fis 


et par dualité 
(IV;) (A 2 Are À fe = (A ) Go 


(1) (Aji signifie évidemment intérieur de l'intérieur de A, (A),, intérieur de la fer- 
meture de A, etc. 

(?) Il est clair que tous les ensembles que lon obtiendra à partir de A par une succes- 
sion quelconque d'opérations fermeture, passage à l'extérieur, passage à l'intérieur. 
passage au complémentaire, s’exprimeront au moyen des six ensembles fondamentaux 
relatifs à A. Le nombre des ensembles distincts que l’on pourrait ainsi obtenir est done 
égal au plus à C{ + C3 + Ci + Cg + Ci + CR = 25— 2 = 62. Pour un ensemble régu- 
lier, ce nombre est au plus égal à 6 ear il n’y a plus que trois ensembles fondamentaux 
(voir § 9). 

2 
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V. — Ensembles réguliers. 


8. Par définition, un ensemble sera dit régulier s’il ne possède que 
des points frontière réguliers, c’est-à-dire si 


Aj= À fr 


ou, ce qui revient au même, si 
Apres Are= Ays= Oo, 


Il est évident, d’après les règles de dualité établies, que le complé- 
mentaire d'un ensemble régulier est aussi un ensemble réguler. 


9. Si A est un ensemble régulier les formules établies au paragraphe 
précédent deviennent 
A = AÀ;— Ait Af; 


Æ — À — Ag —A;+ A y, 
(Az): = (Ac)e= Ai, 

CAR (A); = es 

(A); = Ai, 

(Aj) p= (A) p= (A) = Ay. 


(Vv) 


Ainsi 


THÉORÈME I. — La fermeture d'un ensemble régulier coincide avec la 


fermeture de son intérieur et son intérieur coincide avec celui de sa 
fermeture. 


Réciproquement, si l’on a simultanément 
(1) ee e cet Ay=(A }, 
il résulte d’après (I), (II,), de la première relation que 
Aje= A: 0, 
et de la seconde, il résulte d'après (III,) 
Anis As, 0, 


c'est-à-dire que l’ensemble est régulier. 
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Les ensembles réguliers sont donc caractérisés par la réalisation 
simultanée des deux conditions (1) qui expriment une loi d’absorption 
de l’une des deux opérations « fermeture » et « passage d’un ensemble 
à son intérieur » lorsqu'elle est suivie de l’autre. 


THÉORÈME II]. — Les ensembles réguliers sont caractérisés par le fait 
que les deux opérations « ‘panage d’un ensemble a son intérieur » et 
« passage d’un ensemble à son extérieur » appliquées successivement à 
un tel ensemble se combinent à la façon des multiplications sue 


par—1et +1. 
Cela résulte des relations (-V) et de la réciproque suivante : 


Si l’on a 
(AY = Ae et A= Ai, 


cela entraine 
Ayes A p= 0 et Ape Ayo, 


c’est-à-dire la régularité de l’ensemble A. 


Taéorème III. — La frontière d’un ensemble régulier coincide avec 
celle de son intérieur, avec celle de son extérieur, et avec celle de sa 
fermeture, et c’est encore une propriété caractéristique de ces ensembles. 


Cela résulte des relations (V) et de la réciproque suivante : 
Si ces quatre frontières coïncident on peut écrire 
Appt Ayit Ape+ Ape Aps+ Ape Ayrt A ji; 
d’où résulte 


Afi = À ré Aie oO. 


10. Ensembles réguliers particuliers. — Pour qu'un ensemble 
ouvert soit régulier, il faut et il suffit que l'on ait 


Ati oO, 
puisque A,,, et A; sont déjà vides. On peut donc prendre comme 
définition : 


Derinition I. — Un ensemble ouvert est appelé ensemble ouvert régulier 
s'il ne possède aucun point frontière intérieur. 
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On aura de méme : 
Dérintrion I’. — Un ensemble fermé est appelé ensemble fermé régulier 
s'il ne possède aucun point frontière extérieur. ho: 
On sait que pour tout ensemble ouvert on a 
À =A) 


et par conséquent MN < 
A = Aj. 


D’aprés ce qu’on a vu plus haut, la condition 
(Oa) A,=(A); ou A—(A) 


sera alors nécessaire et suffisante pour que l’ensemble soit régulier. 
Un raisonnement analogue à celui de la page précédente montre que la 
condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble fermé soit 
régulier est que 


(2) A=A=A,. 
Ainsi : 
Dérinition Il. — On appelle ensemble ouvert régulier un ensemble 


ouvert qui coincide avec l’intérieur de sa fermeture. 


DÉrixiTiON II’. — On appelle ensemble fermé régulier un ensemble 
Jermé qui coincide avec la fermeture de son intérieur. 


Remarquons enfin que la condition (1) peut s’écrire 


A—(A)}=T— + — À, 


ce qui n’est autre chose que la définition de ce que M. Kuratowski (') 
appelle aussi un ensemble régulier ouvert. 
De même la condition (2) s'écrit 


AA de TN 


ER + Re SN SU Don 


+ 


(') L'opération À de l'Analysis situs (Fund. Muth., vol. III, p. 192). Ces dénominations 
ont été aussi employées par M. Zaycki (Fund. Math., vol. IX, p- 3-15). Dans son Traité 
de topologie, M. Kuratowski les remplace par celles de domaine ouvert et de domaine 
lermé, se conformant à cela à la terminologie de M. Lebesgue qui le premier semble avoir 
utilisé de tels ensembles. [Sur les correspondances entre les points de deux espaces 
(Fund. Math, vol. IL p. 273)] 


FE 


LES ESPACES MÉTRIQUES QUASI CONVEXES. 109) 


ce qui constitue la définition des ensembles réguliers fermés d’après 
M. Kuratowski. Ainsi il y a identité entre les ensembles réguliers 


ouverts ou fermés de M. Kuratowski et les ensembles du même nom 
qui viennent d’être définis. 


CHAPITRE II. 


SPHÈRES. 


I. — Définitions. 


11. Étant donnés un point a et un nombre positif «, on appellera 
respectivement : 


a. Sphère ouverte de centre a et de rayon «, l’ensemble s(a, «) des 
points m pour lesquels 
Mae. 


b. Sphère fermée de centre a et de rayon «, l’ensemble s(a, «) des 
points m pour lesquels 
MAS a. 


c. Périsphère (') de centre a et de rayon a, l’ensemble 
a(a, a) = s(a, a) — s(a, a) 
des points pour lesquels 
PAE BEEN 0 Gs 
12. Propriétés des sphères. — Ona: 
1° s(a, «) est un ensemble ouvert; 


2° s( a, a) est un ensemble fermé: 
3° o(a, «)est un ensemble fermé; 


4° six > a,onas(a, x) C-s(a, a’); 
5° s(a, a) Ds(a, a): 


6° front. s(a, a) 5(a, «); front. s(a, x) € sa, a). 


(!) J'emploie ici le mot de périsphère pour éviter celui du mot frontière. Nous verrons 
en effet que la périsphère peut n'être la frontière ni de la sphère ouverte ni de la sphère 
fermée correspondantes. Elle peut même n'être pas un ensemble frontière el posséder des 
points intérieurs. 


ot 
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Les propriétés 1°, 2°, 6°, sont des conséquences immédiates de la con- 
tinuité de la distance; la propriété 3° résulte des deux premières; la 
propriété 4° est une conséquence directe de la définition des sphères; 


enfin 5° résulte de 2° et de ce que s(a, «) contient s(a, «). 


13. Dans un espace tel que l’espace ordinaire à trois dimensions les 
relations (5) et (6) se réduisent à des égalités et l’on pourrait être tenté 
de croire qu’il en est de même pour les espaces métriques les plus 
généraux. Il n’en est rien et quelques exemples vont nous montrer 
combien il serait dangereux de se fier aux intuitions que pourraient 
suggérer les faits familiers de la géométrie euclidienne. 

Avant de donner ces exemples, nous ferons une remarque, consé- 
quence de l’hypothèse de connexité de l’espace. 


REMARQUE. — A moins que l'espace ne soit borné, on peut toujours, 
étant donnés un point a et un nombre positif «, trouver un point b tel 
que ab — x 3 


Supposons qu’il n’en soit pas ainsi, on aura alors 
Olt, 4)—0, s(a, a)=s(a, a). 


Il n’y aura donc qu’une sphere de centre a et de rayon « et elle sera a 
la fois ouverte et fermée. Appelons S le complémentaire de cette 
sphère. Ce sera aussi un ensemble fermé et ouvert. Ainsi & se trouverait 
décomposé en deux ensembles fermés sans points communs à moins 
que S ne soit vide [puisque s(a, «) contient au moins le point a], 
c'est-à-dire Æ confondu avec s(a, «) et par conséquent borné. Dans 
ce cas d’ailleurs il existera un nombre «, tel que o(a, x) existe pour 
2 <a et n'existe pas pour «> a). [Si l’espace est compact o(a, a) 
existe certainement aussi pour « = Xo. | 

Cette remarque constitue en somme dans un espace connexe, non 
borné, un théorème d’existence de la périsphère de centre a et de 
rayon a, quels que soient a et a. 

Pour les sphères un tel théorème serait inutile; la sphère ouverte 
ou fermée de centre a et de rayon « ne peut être un ensemble vide 
puisqu'elle contient au moins le point a. 


«+ 
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II. — Singularités des sphéres. 


14. Les exemples qui vont suivre sont destinés à montrer que les 
sphères, au sens très général où elles viennent d’être définies, sont 
loin de posséder, parmi les propriétés des sphères ordinaires, celles 
qui paraissent les plus intuitives. Voici le principe commun de 
formation de ces exemples : 

Soit, dans l’espace ordinaire à trois dimensions E, une surface S. 
Nous appellerons distance de deux points de cette surface la longueur 
du segment de droite qui les joint. Nous pourrons considérer une 
teile surface ainsi distanciée comme un nouvel espace métrique X. 
La distance que nous avons définie satisfait bien évidemment aux 
axiomes I-IV, car Z est un sous-espace de E, ('). Remarquons que tout 
sous-ensemble borné de & est compact en soi. 


15. Exempte I (?). — Nous prendrons comme surface et nous 
désignerons par S, celle formée par les faces P et Q d’un dièdre aigu 
d’aréte A. L’espace obtenu à partir de ce diedre sera désigné par &,. 

Soit A un point de P, H sa projection sur Q, a $a projection sur A; 


nous posons 
AH=h, 


Ns 


Étudions dans ¥, les sphères de centre A; plusieurs cas sont a 
distinguer : 

Tant que le rayon de la sphère reste inférieur ah, la sphère ouverte 
et la sphére fermée se réduisent respectivement aux cercles ouvert et 


fermé C(A, x) et C,(A, a) de centre A et de rayon «, tracés dans le 


plan P. 


Lorsque 


EE 


EEE 
(1) On peut évidemment prendre au lieu d'une surface un ensemble quelconque. 
l’espace que l’on obtient alors est compact à condition que cet ensemble soit borné et fermé. 
(2) Dans ma Note Sur la notion de distance (C. R. Acad. Sc., 1. 200, 1935, p. 1646) 
j'avais cité un exemple analogue constitué par la surface d’une lentille biconvexe. 
Celui-ci est plus simple et présente en outre l'intérêt de n’étre pas borné. 
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la sphère ouverte s(A, A) est encore constituée par le cercle ouvert 
C,(A, ), mais la sphère fermée s(A, A), outre le cercle C,(A,/), 
contient le point isolé H. On n’a donc pas ici s(A, h) = 5(A, h). De 
plus, la sphère s(A, À) n'est pas connexe. Cette dernière anomalie se 
produit d’ailleurs pour l’une et l’autre sphère tant quel'ona h Cu gs 
Chacune des sphères se compose de deux cercles séparés l’un dans P, 
l'autre dans Q (' }. Enfin lorsque « >, les deux sphères sont redeve- 
nues connexes. 

Une remarque encore : 

supposons 


M dE | 
et soit h’ la plus petite distance d’un point de C(H, Va? — A?) au 
plan P. On peut évidemment choisir « assez voisin de À pour que 


Va —h<h. 


Alors, étant donné un point quelconque de Cy (H, ya? — A?) il est 
impossible de trouver une sphère contenant ce point, contenue 
dans s(A, x) et dont le rayon soit compris entre ÿx?— h* et A’. En 
d'autres termes il existe des nombres 3 << x et dans s(A, x) des points, 


tels qu'on ne puisse les enfermer dans une sphère de rayon 3 intérieure 
à s(A, a). 


16. Exewrze IL. — Nous prendrons comme surface S, la surface de 
révolution dont la méridienne comprend : 

1° Le segment OA coupant l’axe A à angle droit en O; 

2” Un arc de cercle AB moindre que — de centre O; 

3° La demi-droite BX qui prolonge OB. 


Dans l'espace Ÿ, ainsi formé, étudions les sphères de centre O. Rien 
d’anormal ne se produit tant que « n’atteint pas la longueur a de OA, 
ou lorsque x a dépassé cette valeur. Par contre, considérons s(O, a) 


et s(0, a). La première de ces sphères est formée du cercle ouvert 
ee En th de SE St Sen bel 


(') Les centres de ces cercles sont respeetivement A et H et leurs rayons a el Vÿa?— 2. 
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engendré par OA; la seconde contient, outre ce cercle, toute la zone 
sphérique Z (cercles limites compris) engendrée par l'arc AB. Ici, non 


seulement s(0, a) n'est pas la fermeture de s(0, a), mais encore, la 


A; 
1 
x 
| 
| 
l B 
[ 
! 
| 
| 

0; A 
| 
t 
Fig. ». 


périsphère 5(0, a) étant formée par la zone Z contient des points 
intérieurs. Ce n'est donc pas un ensemble frontière; encore moins 
sera-t-elle la frontière de l’une ou l’autre sphère, ces sphères étant 
l’une un ensemble ouvert, l'autre un ensemble fermé ('). 


17. Exempre IL. — Prenons pour surface S, la surface de révolution 
formée d'un cylindre illimité dans un sens et se raccordant à une 
demi-sphère de même rayon. Soit A un point du cylindre, © le centre 
de la demi-sphère, B le point où OA coupe cette demi-sphère. On voit 
immédiatement que AB constitue un maximum relatif pour la distance 
du point A à un point variable de l’éspace *,. Ainsi la sphère s( A, a), 
ou a est inférieur à AB d’une quantité assez petite, laissera à son 
extérieur, d’une part un petit cercle contenant B, d’autre part une 
portion de cylindre s’étendant à l’infini. En d’autres termes, c’est ici le 
complémentaire de la sphère s(A, «) qui n’est pas connexe. Pour 
to == AB, 5(A, x) se compose d’une certaine courbe et du point 
isolé B. Ce dernier n’est pas point frontière de s(A, &,). o(A, a) ne 
coincide donc pas avec la frontière de s(A, &). 

On voit en outre que s(A,a,) ne coincide pas avec l'intérieur 


de s(A, x), mais possède en moins le point B. 


(:) La frontière d’un ensemble ouvert ou fermé est toujours un ensemble frontière. 
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18. Les exemples précédents montrent que l’on peut effectivement 
x ’ : 
définir des espaces simples appartenant à une,classe d'espaces relati 


Fig. 3. 


vement restreinte (') dans lesquels sont en défaut l’une ou l’autre des 
propriétés suivantes, propriétés que l’on serait assez tenté de regarder 
comme évidentes. 


F,. Toute sphère fermée coincide avec la fermeture de la sphère 
ouverte correspondante. 

F,. La frontière de toute sphère ouverte coincide avec la périsphère 
correspondante. 

I,. Toute sphère ouverte coincide avec l’intérieur de la sphère 
fermée correspondante. 

I,. La frontière de toute sphère fermée coincide avec la périsphère 
correspondante. à 

P. Les périsphères sont des ensembles frontières. 

C,. Les sphères sont des ensembles connexes. 


(1) Ces espaces sont en effet des espaces dans lesquels tout ensemble borné et fermé 


est compact et se rapprochent par cette propriété des espaces euclidiens. Nous dirons en 
abrégé qu'ils sont compacts à distance finie. 
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C,. Les complémentaires de sphères sont des ensembles con- 
nexes ('). | 
: D. Etant donnés une sphère S de rayon «, un point quelconque A 
intérieur aS et un nombre quelconque @ inférieur à «, il existe une 
sphère de rayon 3 contenue dans S et contenant A (°). 


Nous énoncerons encore les deux propriétés suivantes, vraies dans 
un espace euclidien et en défaut dans les espaces que nous avons 
formés : 


R,. Toute sphère fermée est un ensemble régulier. 
R,. Toute sphère ouverte est un ensemble régulier. 


Nous verrons dans ce qui va suivre, que toutes ces propriétés sont 
étroitement liées à deux hypothèses supplémentaires que nous appel- 
lerons hypothèses de régularité de la distance et dont la première n’est 
autre que l’hypothèse de quasi-convexité de ma Note citée. 


19. Les différentes propriétés que nous venons d’énoncer ne sont 
pas indépendantes. Ainsi : 


Taéorème I. — Les propriétés F, (coïncidence de la sphère fermée avec 
la fermeture de la sphère ouverte) et F, (coïncidence de la périsphère 
avec la frontière de la sphère ouverte) sont équivalentes. 


DÉMONSTRATION. — s( a, «) étant un ensemble ouvert, ses points fron- 
tières sont, comme on le voit aisément caractérisés, par les relations 


(1) m non € s(4, a), 


(2) BUT She Siler 00) 0) 


de plus, ils appartiennent nécessairement à 5(a, «). Pour que a(a, «) 


(1) L'absence des propriétés Li, Iz, C, apparait dans une certaine mesure comme moins 
choquante que celle des autres. Elle peut en effet se produire même dans un espace 
euclidien (E; par exemple) lorsque, au lieu de se borner à des sphères ordinaires on 
envisage des sphères généralisées, par exemple si l’on considère une sphère généralisée 
ayant pour « centre » la surface d’une sphère ordinaire. 

(2) Dans un espace euclidien, cette propriété est vraie en prenant les mots contenu et 
contenant dans leur sens strict; c'est dans ce sens que nous les prendrons ici. 

(#) En désignant par s’(a, x) l’ensemble dérivé de s(a, 2). 
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coincide avec la frontière de s(a, «), il est donc nécessaire et suffisant 
que tout point de (a, «) satisfasse à la relation (2), car il satisfait 
déjà à la relation (1). En d’autres termes il faut et il suffit que l’on ait 


Gli ON CS (ils 0) 
ou 
sla, a)=slad.ay+taola, ht ele, ay, 
ce qui, étant donné la propriété 5 des sphéres, équivaut a 
sla, a)=sia, a). Cc. Q. F. D. 
Puisque ces conditions sont équivalentes, nous dirons si elles sont 
remplies, que l’espace possède la propriété F. 
Taéorème IL — Les propriétés 1, (coïncidence de la sphère ouverte 
avec l’intérieur de la sphère fermée) et 1, (coincidence de la périsphère 
avec la frontière de la sphère fermée) sont équivalentes. 


Un point de la frontière de s(a, 2) est caractérisé par les deux rela- 
tions 
(3) UE RRES(ET, 2), 


(4) mr none int. sa, 2), 


car s(a, «) est fermé. De plus, un tel point appartient nécessairement 
à s(a, «). Dire que 5(a, «) coincide avec la frontière de s(a, x) équi- 
vaut donc à dire que tous les points de 5(a, «) satisfont à (4), car ils 
satisfont nécessairement à (3). La propriété I, équivaut donc à la sui- 
vante : 


(9) a(t, ).[int. s(u,a) |] =o. 


Comme l’on a 


aa s(a, a) int. s(w, ae sa, 2). 
il vient 


int. s«, 2) = s(". z).| int. sCa, 2) | 
a (nee ).| int. s(a, > )| + cu, à )fint. s(u, 2) |, 


ce qui montre que la relation ( 5) équivaut a 


Slay @ jem iat, olety a). COA a he 
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Comme plus haut, si ces conditions sont remplies, nous dirons que 
, 4 CS , 
l’espace possède la propriété I. 
THÉORÈME II]. — La propriété F entraine R,. 


Supposons que 
(a, a¢)=tront.is(a, a); 


tout point de c est alors limite de points de s(a, a), c'est-à-dire de 
points intérieurs à s(a, a). Tout point frontière de s(a, a) appartient 


à 6. On voit donc que l’ensemble fermé s(a, x) ne possède aucun point 
frontière extérieur. C’est un ensemble régulier. 


La réciproque n'est pas vraie. 
TaéoRÈME IV. — La propriété | entraine R.. 
Si l’on suppose 

o(a, «)= front. s(a, œ), 


tout point de 5 est limite de points du complémentaire de s(a, x), 
c’est-à-dire de points extérieurs à s(a, x). Tout point frontière de 
s(a, «) appartient nécessairement à a. Il ne peut donc être point fron- 
tière extérieur. L'ensemble ouvert s(a, x) est donc régulier. 

La réciproque n'est pas vraie. 


La dualité définie dans le Chapitre précédent se poursuit ici et l’on 
voit F et R, y correspondre respectivement à I et R,. Nous verrons 
plus loin que C, y correspond aussi à C, (avec quelques restrictions 1l 
est vrai). 


CHAPITRE III. 


LA QUASI-CONVEXITÉ. 


I. — Différents types de convexité. 


20. Une propriété importante des espaces euclidiens est la sui- 
vante : 
Propriété A. — Deux sphères ouvertes, dont la somme des rayons 


24 : E. BLANC. 


dépasse si peu que ce soit, la distance des centres, ont au moins un point 
commun. 


On peut encore l’énoncer ainsi : 


A’. Quels que soient « et a', si ab a+ a, ul existe au moins un 


point c tel que 
CENTS, 


cb < a'. 


Sous cette forme, on peut la rapprocher de la condition de conveæité 
de Menger ('). 


M. Quels que soient les deux points a et b, il existe un point c (inter- 
point) tel que 
ace + be=ab, 


21. En général ces deux propriétés sont indépendantes, chacune 
pouvant être satisfaite sans que l’autre le soit. On trouvera dans ma 
Note « Sur la notion de distance » l’exemple d’un espace dans la 
métrique duquel intervient une sphére singuliére et qui posséde la 
propriété M sans posséder la propriété A. J'ai repris cet exemple avec 
plus de détails dans l’appendice du présent travail. 

La liaison qui existe pourtant entre ces deux propriétés est donnée 
par le théoréme suivant : | 


St l’espace est compact en soi, les propriétés A et M sont équivalentes (?). 


1° À entraine M. — Soit le couple de points a, b avec ab — «, et soit 
une infinité de nombres «, inférieurs à «. D'après A, il existe un 
point m; commun aux deux sphères s(a, «;) et s(6, —a;+¢;), où ¢; 
est un nombre positif donné à l’avance et tendant vers o lorsque ¢ aug- 
mente indéfiniment. L'espace étant supposé compact, ces points m; 


(1) Mencer, Ueber ullgemeine Metrik (Muth. Ann., 100, 1929, p. 76-163). 

(2) M.N. Aronszajn a bien voulu me signaler qu’il a introduit dans sa Thèse de Var- 
sovie (1930), les notions de pleine-convexité (vollkonvexität) et de presque-convexité 
(fastkonvexilät). La première de ces notions correspond à existence pour tout couple de 
points. d’au moins un interpoint situé à une distance donnée quelconque (inférieure à la 
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ont au moins un point d’accumulation x. Soient r et 7’ les distances de 
ce point à aet à b;r—+r est supérieur ou égal à a; en vertu de la 
continuité de la distance r +7’ ne peut surpasser «, puisque y est 
limite de points pour lesquels cette somme ne surpasse « que d’une 
quantité variable et tendant vers o. Ainsi r+ 7 est égal à à et w est 
un interpoint. Si même on prend une suite a ayant comme 2a 
valeur limite une valeur quelconque o, nécessairement inférieure à a, 
on obtient un interpoint situé à la re e du point a('). 


2° M entraine A. — M. Menger a montré que l’hypothèse de 
convexité entrainait, dans le cas où l’espace est compact, l'existence 
d’interpoints partageant la distance ab dans un rapport quelconque (°). 


Soit alors ab — x et 
A, + = A+ 26; 


le point c qui partage ab dans le rapport a appartient a la fois aux 


deux sphères s(a, x; ) et s(b, a), ce qui prouve que la propriété A a lieu. 
Aucun des espaces étudiés au Chapitre précédent ne possède ces 


distance des deux points) de l’un quelconque de ces points. La deuxième est, sous une 
forme un peu différente, entièrement équivalente à la propriété A. M. Aronszajn avait, 
démontré l’équivalence de la convexilé, de Ja pene, convexité et de la presque-convexité 
dans le cas où l’espace est compact. Sa thèse n'ayant pas été imprimée, je conserve ici 
en accord avec lui, ma démonstration rédigée avant que j'aie eu connaissance de ses tra- 


vaux. 
Dans le même ordre d'idées, on doit à M. Aronszajn le résultat suivant : 


Dans un espace complet, la convexité entraîne lu presque-convexité, mais la réciproque 
n'est pas vrute, comme le montre l'exemple suivant : 


Soit l’espace formé des segments qui joignent, dans un plan cartésien, les points A(r,0) 
: I F ped ; 
et B(—1,0) aux points C, (o, +), le segment AB étant exclu; on définira la distance 
mn 


entre deux points de cet espace comme la borne inférieure des longueurs euclidiennes 
des chemins unissant ces deux points dans l’espace. Une telle métrique est bien une 
métrique de M. Fréchet. L’espace ainsi défini est complet mais non compact; enfin il est 
presque-convexe comme on le voit aisément. I] n’est cependant pas convexe, puisqu'il 
n’existe aucun interpoint entre A et B. 

(1) Pleine-convexité. 

(2) MENGER, loc. cit., p. 80. Cette expression se comprend «’elle-méme: c’est une 
autre façon d’énoncer la pleine-cony exile. 
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propriétés. D’ailleurs, comme ils sont tous compacts à distance finie, 
s'ils possédaient l’une d’elles, ils posséderaient les autres. 


x 


II. — La quasi-convexité. 


22. La propriété M exprime l'existence pour tout couple a, b d’un 
interpoint qui peut être unique; la propriété A n’exprime que l'existence 
de ce qu’on pourrait appeler des interpoints approximatifs et à ce point 
de vue est plus faible que M. Mais ici il y a de ces interpoints à toute 
distance (inférieure à ab) de chacun des composants du couple. 

On verrait très aisément que cette propriété A est suffisante pour 
entrainer la propriété F, (et par conséquent F) du Chapitre précédent, 
mais elle n’est nullement nécessaire. 

Il suffit en effet, comme nous allons le voir, d'assurer l’existence des 
interpoints approximatifs au voisinage des points a et b. La nouvelle 
propriété ainsi définie est évidemment plus faible que A : c’est elle que 
nous appellerons la quasi-conveæité ('). 


23. Étant donnés deux points a et b distants de x, nous dirons que 
l’espace est quasi convexe en b relativement à a, si, étant donné un 
nombre positif ¢, on peut lui faire correspondre un autre nombre 
positif e de telle façon que les sphères ouvertes s(a, « — €) et s(b, ©) 
aient au moins un point commun c, et ceci aussi petit que soit à (?). 

L'application aux points a, b, c, de l'inégalité triangulaire montre 
que < est au plus égal à ©. Lorsque a, b, © sont donnés, les nombres < 
ont une borne supérieure qui dépend de ces trois éléments et qui est 


eet 4) Voir ma Note, Sur la notion de distance (C. R. Acad. Se., t. 200, 1935, p. 1546). 
Élant donné le caractère de la restriction apportée à la propriété A j'avais cru devoir 
nommer cette propriélé « quasi-convexité locale » ; j’ai reconnu que le caractère local de 
celle définition n'était qu’apparent. La quasi-convexité est en effet une propriété de la 
distance et des couples de point dont la distance esi finie, et ce n’est pas lui attribuer un 
caractère local que de faire intervenir dans sa définition les points voisins des éléments 
qui constituent le couple. 

(*) IL est à remarquer que, si lon a pu faire correspondre conime il est dit un nombre < 
à une valeur à, de 6, ce nombre < correspond aussi à toute valeur de à supérieure à à, : en 
effet s (4, 4 — €) aura ecrlainement des points communs avec s(b, à) si elle en a avec s(b, à), 
puisque si 6 > 6). s(b, à).contient s(b, à,). 
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au plus égale à 5. C’est cette borne que nous désignerons pare(?, a, b) 
et que nous appellerons le module de quasi-convexité en b relativement 
aa. Cette borne peut d’ailleurs étre atteinte ou non suivant le cas. 
Ainsi les espaces presque convexes sont caractérisés par le fait que la 
borne y est égale à à mais n’est pas atteinte, tandis qu’elle est aussi 
égale à à mais se trouve atteinte dans les espaces pleinement convexes. 

La condition de quasi-convexité peut être interprétée de la manière 
suivante : Supposons qu’elle soit réalisée et prenons une suite de 
nombre 9; tendant vers o. Il lui correspond une suite de points c; ayant b 
comme point limite, et dont les distances à a sont respectivement 
inférieures à des nombres x — <; tendant vers à par valeurs in férieures. 
Le point 6 peut donc étre considéré comme point limite de points 
de s(a, a). Réciproquement si b est limite de points de s(a, a), 
l'espace est évidemment quasi convexe en 6 relativement à a. 

Si un espace est quasi convexe en un point 0 relativement à tous 
ses autres points, nous dirons qu’il est quasi convexe au point b. Enfin 
un espace quasi convexe en chacun de ses points sera dit quasi convexe. 

Il est suffisamment clair d’après ce qui précède que : 


Il y a équivalence entre la notion d'espace quasi convexe et celle 
d'espace possédant la propriété F, (§ 18). 


En d’autres termes : 
La quasi-convexité est la condition nécessaire et suffisante pour que : 
1° Toute sphère ouverte ait pour fermeture la sphère fermée correspon- 


dante ; 
2° Toute sphère ouverte ait pour frontière la périsphére correspondante. 


24. Aucun des espaces étudiés au précédent Chapitre n’est quasi 
convexe. Au contraire l’espace &, obtenu-par le même procédé de for- 
mation en prenant comme surface-support la surface d’une sphère est 
quasi convexe comme on peut le voir aisément. Il est d’ailleurs facile 
d'imaginer un espace quasi convexe, formé lui aussi d’après le même 
procédé et homéomorphe à %,. On prendra par exemple comme 
support la surface d’une lentille sphérique biconvexe, chacune des 


faces étant moindre qu’une demi-sphère. La possibilité d'une telle 
3 : 
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homéomorphie prouve que la quasi-convexité n’est pas une propriété 
topologique des espaces auxquels elle appartient. 


25. La quasi-convexité est évidemment plus faible que la presque- 
convexité et a fortiori que la pleine corvexité de M. Aronszajn, mais pas 
que la convexité de M. Menger comme on pourrait le croire d’après la 
terminologie. On trouvera dans ma Note citée un exemple d’espace 
convexe et non quasi convexe. On peut s'attendre à ce qu’un tel espace 
ne soit pas compact car sinon la convexité entrainerait comme on l'a 
vu la presque-convexité et par conséquent la quasi-convexité. (Vour 
en appendice une étude plus détaillée de cet espace.) 


26. Quasi-convexité uniforme. — Nous dirons qu’un espace quasi 
convexe l’est uniformément, si pour tout nombre à donné et pour 
l’ensemble des couples des points a, b distants de plus de à, les 
nombres £(Ô, a, b) ont une borne inférieure <(¢) non nulle. Cette 
borne sera appelée : module de quasi-convexité de l’espace. I est clair 
que l’on pourra l'utiliser comme module pour n’importe quel point 
relativement à n’importe quel autre point distant de plus de à (‘). 


THÉORÈME I. — Dans un espace compact en sot, la quasi-convexité, st. 
elle existe, ne peut étre qu’uniforme. 


S'il n’en était pas ainsi, il existerait un nombre à, et une double suite 
de point a;, b;, tels que l’on ait simultanément 


ajb;> Ô el e(d, di, bi) ES > 


L'espace étant supposé compact, la suite des a; possède au moins un 
point d’accumulation a, et la suite des 6; au moins un point d’accumu- 
lation b et nous pourrons, sans diminuer la généralité admettre que ce 
sont les suites a; et 6; elles-mêmes qui tendent vers ces points. 

La continuité de la distance entraine 


ab>o. 


, # Q , . . 
L'espace étant quasi convexe, nous pouvons déterminer un point c 
a ET SE 


(') Les espaces euclidiens et plus généralement les espaces qui satisfont à la con- 
dition A sont uniformément quasi convexes avec pour module à lui-même. 
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bc << 3 
2 


ae <abime (5 a, 0). 


2 


Choisissons d’autre part ¢ assez grand pour que soient réalisées 
simultanément les trois conditions suivantes : 


(2) E(d, di, bi) < ef a, ») (er 
(3) ‘ bib<72(Sou v) <3, 
ae: 2 
(4) au<te(2, a, »). 
ty , 


Il résulte de (1), (3), (4) et de l'inégalité triangulaire appliquée un 
certain nombre de fois que 
b;c Et b;b + be << Ô, 
Mme<aatuc <ab — (3 a, à + du 


ny 


Ô 
< ajb;+ aja + rob =e (5, a, à) == Ape 


‘à & d 
<< @0;-+ (ss a, b) —2(Sra, b) = ab, — il} a; 0). 
4 2 2 4 2 


4 


L’ensemble de ces deux inégalités est contradictoire avec (2) et le 
théorème se trouve démontré. Il résulte de là que 


THéorÈèME I bis. — Dans tout ensemble borné d'un espace compact 
à distance finie, la quast-convexité, si elle existe, ne peut étre qu'uni forme. 


CHAPITRE IV. 
LES DEUX CONDITIONS DE RÉGULARITÉ DE LA DISTANCE. 


I. — Définitions. 


27. A la définition par € qui vient d’être donnée de la quasi- 
convexité, nous confronterons dans le présent Chapitre une définition 


(1) On a vu que e(a, a, b)£ a. 
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dont le caractére plus qualitatif permet des extensions nouvelles et 
une étude plus aisée de certains problèmes. | 

Soit a un point fixe et æ un point variable. Lorsque x décrit 
l'espace 2, la distance ax est une fonction de x définie et continue 
pour toute position du point argument. Dire que l’espace est quasi 
convexe en b relativement à a, c’est dire que dans tout voisinage de D 
existent des points dont la distance à a est inférieure à ab, c'est dire 
encore que la distance ax n’a pas au point 6 un minimum au sens 
large ('). . 

Dire que l’espace est quasi convexe en a, c'est donc dire que ax ne 
possède aucun minimum large. Nous sommes ainsi conduits à la 
définition suivante : 


Derinition I. — & est dit quasi convexe st, quel que soit le point a, la 
distance ax ne possède aucun minimum méme au sens large. 


Il peut être utile d’enoncer cette délinition sous la forme négative 
suivante : 


Dérixiriox I’. — Pour qu'un espace ne soit pas quasi convexe, tl faut 
etul suffit qu'il existe deux points a et b tels que ax ait un minimum 
large au point b. 


Ce qui précède suggère immédiatement la définition d'une propriété 
moins restrictive que nous appellerons /a quasi-convexité faible par 
opposition à la quasi-convexité étudiée jusqu'ici qui prendra doréna- 
vant le nom de quasi-convexité forte (?). 


Dériiriox Il. — Un espace sera dit faiblement quasi convexe st, quel 
que soit le point a, la distance ax ne possède aucun minimum étroit. 


Ce qu'on peut encore énoncer : 


Dérinirion I. — Pour qu'un espace ne possède pas la faible quasi-con- 


(1) de dirai qu'une fonction f(r) possède en ay un minimum au sens étroit si pour 
tout point voisin de x,, on à f(x) > f(x) et un minimum au sens large si pour tout 
point voisin on à f(x) 2f(.79). I s'agit bien entendu de minimums relatifs autres que le 
minimum o atteint au point «. 


(*) Quasi-convexité tout court restant toujours synonyme de quasi-conyexilé forte, 


LL 
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vexité, ul faut et il suf fit qu'il existe deux points a et b tels que ax 
ait un minimum étroit au potnt b. 


Nous dirons encore d’un espace fortement (faiblement) quasi 
convexe que la distance y satis fait à la première condition forte (faible) 
de régularité. 

Il est naturel enfin pour les espaces non bornés de définir de façon 
semblable, mais en remplaçant le mot de minimum par celui de 
maximum, une deurième condition (forte ou faible suivant qu'il s’agit 
de maximum étroit ou de maximum large) de régularité de la distance. 
Enfin un espace sera dit à distance régulière (ou fortement régulière) 
si les deux conditions fortes s'y trouvent satisfaites simultanément; il 
sera à distance faiblement régulière si les deux conditions faibles sont 
remplies simultanément. 

Les espaces euclidiens à un nombre quelconque de dimensions, 
l'espace de Hilbert et plus généralement les espaces vectoriels, sont 
des espaces à distance régulière. 


II. -- La première condition de régularité. 


28. Voici maintenant une série de théorèmes relatifs à la quasi- 
convexité. 


Tutorime I. — Dans un espace fortement quasi convexe, la plus courte 
distance d’un poënt a aux points d'un ensemble À ne contenant pas a, ne 
peut être atteinte qu'en des points de la frontiére de cet ensemble. 


Soit, en effet, un point b intérieur à A, ce point peut être entouré 
d'un voisinage V formé de points de A; si la plus courte distance de a 
aux points de l'ensemble y était atteinte, cela signifierait que la distance 
de a aux points de V serait au moins égale à ab. Le point b serait alors 
un minimum large de ax ce qui est contrairé à l’hypothese. 


2), Ce théorème préliminaire va nous permettre d'étudier les rap- 
ports entre la quasi-convexité et la propriété C, du Chapitre sur les 


sphères : 
THéorÈme I]. — Pour que toutes les sphères del "espace solent connexes, 


an 
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il suffit que l'espace possède la quast-convexité forte, il faut qu'il 
possède la quasi-convexité faible. 


Première partie. — Supposons donc qu'il existe un point a et un 


nombre « tels que la sphère s(a, à) ne soit pas connexe. On pourra 
donc la décomposer en deux ensembles fermés disjoints A et B. L'un 
de ces ensembles, soit A, contient le point a. 

En tout point x de B, on a aæ <a. Posons C= X -- À —B. En tout 
point de C, on a ax >«. En vertu de la continuité de la distance, on 
aura donc en tout point frontière de B, ax = «. 

La distance de a aux points de B possède donc un minimum f au 
plus égal a a. 

SiB<«, ce minimum ne peut, d'après ce qui précède, être atteint 
qu’en un point intérieur de B et ceci est incompatible nous l’avons vu 
avec la quasi-convexité forte. 

Si B—«, c’est que, pour tout point de B, ona ax = a; comme au 
voisinage d’un point de B ne se trouvent que des points de B ou de C, 
pour lesquels ax2«, tout point de B serait alors un minimum large 
pour az. 

L'existence d’une sphère fermée non connexe est donc incompa- 
tible avec celle de la quasi-convexité forte. Prenons maintenant une 
sphère ouverte; sa fermeture est une sphère fermée (la quasi-conve- 
xité forte est, rappelons-le, la quasi-convexité du Chapitre précédent), 
donc un ensemble connexe (et mème un continu). La sphère ouverte 
considérée est donc aussi un ensemble connexe. La quasi-convexité 
forte entraine donc bien la connexité de toutes les sphères. 

Gi2G:) FY D! 


Deuxième partie. — Supposons qu'il n'y ait pas quasi-convexité 
faible. Il existe donc deux points a et b tels que ax ait un minimum 
étroit « lorsque x est en b. Il existe done un nombre non nul f tel que 

be, +3 0 
entrainent 
CLEA 


La distance entre b et le premier élément d’une chaine dont tous les 
points appartiendraient à s(a, «) est donc au moins égale à B. On voit 


tte. - 


Ween 
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que cette sphère a un défaut d’enchainement d’amplitude au moins 
égale à $ entre 4 et un quelconque de ses points. Comme en dehors 
de 5, elle contient au moins le point a, on voit qu’elle n’est pas 
connexe. G. 0) PA 


30. Il semble même que si l’on augmente assez peu le rayon d’une 
telle sphère, on pourra obtenir encore une sphère non connexe 
composée de deux morceaux dont l’un contient a et l’autre b. C’est en 
effet ce qui arrive à condition que l’espace soit compact à distance finie 
et nous allons le montrer; cela nous conduira d’ailleurs à un résultat 
important relatif à la propriété D (§ 18). Si l’espace n’est pas compact, 
il peut ne pas en être ainsi : on en trouvera un exemple dans l’ap- 
pendice. 


DÉMONSTRATION. — Nous montrerons que, sous cette hypothèse 
supplémentaire, on peut choisir < assez petit pour que, ce choix fait, 
il soit possible de déterminer un autre nombre ntel que la « couronne » 


Ye 5(D, 26) — s(d, €) 


ne contienne aucun point de la sphère s(a, « + 7). 

S’il en était autrement, on pourrait, quel que soit, ¢ déterminer une 
suite de nombres 7; tendant vers o, telle que y. contienne au moins un 
point æ; de s(a, «+ n;). Nous avons supposé l’espace compact a 
distance finie. Il existerait donc au moins un point d’accumulation 2, 
pour cette suite qui est évidemment bornée. Ce point appartiendrait 
d’ailleurs à y. qui est un ensemble fermé (différence d’un ensemble 
fermé et d’un ensemble ouvert). La distance ax, serait au plus égale 
aa puisque ax, << a + n;. Ceci ayant lieu, nous l’avons dit, pour toute 
valeur de e, il en résulterait que dans toute sphère suffisamment 
petite de centre b se trouverait au moins un point dont la distance à a 
serait au plus égale à «. Alors, contrairement à l'hypothèse, il n’y 
aurait pas au point > minimum étroit de la distance. 


Soit donc choisi le nombre < (que l’on pourra toujours supposer 
inférieur à <) et le nombre n correspondant. Considérons alors la 
sphère s(a, a+ 7). Elle contient évidemment a et b et ne contient 
aucun point de y. D'autre part a est extérieur à s(b, 22) et b est 
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CCE 


intérieur à s(b, ¢). La distance d’un point quelconque x de s(4, €) 


om 


un point quelconque y extérieur a s(b, 2e) est au moins égale à 
puisque l'on a . 
æy2yb—xb>2s—e—e. 

Il en résulte que a et b ne peuvent être joints par une chaine de 
points distants de moins de ¢ sans que cette chaine ne comporte au 
moins un point de y. c’est-à-dire au moins un point étranger 
à s(a,a+n). Cette sphère n'est donc pas connexe puisqu'elle 
présente un défaut d’enchainement d'amplitude au moins égale à &. 

Pg LÉ Bayo hy 

Remarquons que tout cercle de rayon 2e qui contient b contient aussi 
des points de y., c’est-à-dire, s’il n'y a pas quasi-convexité faible, des 
points étrangers à s(a, «+ 7); 22 étant inférieur aa + n, il en résulte 
que l’espace ne jouit pas de la propriété D ($ 18) ('). Ainsi : 

Tatoréme IT. — Pour qu'un espace compact à distance finte possède 
la propriété D, tl faut qu'il soit faiblement quasi convexe. 


31. Il serait intéressant d’avoir une condition suffisante pour que 
la propriété D soit satisfaite. Contrairement à ce que l’on pourrait 
attendre, la quasi-conveæité forte ne paraît être suffisante que sous 
réserve d'une uniformité d’un caractère particulier qui n’est pas celui 
du Chapitre précédent. La presque convexité est suffisante, mais ce 
n’est certainement pas la condition suffisante la plus large. 


32. Je démontrerai enfin les théorèmes suivants : 

Turorime IV. — Pour que toute sphère fermée soit un ensemble régu- 
lier, ul faut que l’espace possède la quasi-convexité faible, il suf fit qu'il 
possède la quasi-conveaité forte (?). 


(1) Je rappelle que cette propriété est la suivante : 

Dans une sphère donnée de rayon R, on peut toujours placer une sphère de rayon 
‘Jonné inférieur à R, de manière à ce qu’elle contienne un point intérieur donné quelconque 
le Ja première sphère. C’est une des propriétés les plus intuitives des espaces eucli- 
diens, 

(*) De la comparaison des théorèmes II et IV, il ne faudrait pas conclure qu'il ya 


equivalence entre le fait que les sphéres sont connexes et celui que les sphéres fermées 
sont régulières. 
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1° S’il n’y a pas quasi-convexité faible, il existe deux points a et b 
tels que ax passe en D par un minimum strict ab =a. Alors b n’est 
pas point limite de points de s(a, x). D’autre part, 6 est point frontiére 
de s(a, x), puisque 6 appartient à cette sphère et que tous les points 
voisins de 6 appartiennent à son complémentaire. On voit que b est 
un point frontière extérieur de s(a, x) qui n’est donc pas un ensemble 
régulier. 

2° Supposons que s(a, x) admette b comme point frontière exté- 
rieur. Le point b est donc limite de points de T—s(a; x) mais pas de 
points de s(a, x)[ puisque cette dernière sphère appartient à l’intérieur 
de s(a, ~)|. Il n'existe donc au voisinage de b que des points dont la 
distance à a est au moins égale à a, en sorte que b étant un minimum 
large, il n’y a pas quasi-convexité forte. 


III. — La deuxième condition de régularité. 


33. Nous démontrerons tout d’abord le théorème suivant : 


Tuéorème V. — La deuxième condition forte de régularité entraine la 
propriété 1. 


Bornons-nous à démontrer qu'elle entraine la propriété I, c’est-a- 
dire que toute sphère fermée a pour frontière la périsphère correspon- 
dante. Il suffit pour cela de voir que tout point de cette périsphère est 
point frontière; soit done mun point de o(a, à). En vertu de l’hypo- 
thèse faite, ce point est limite de points pour lesquels ax est supérieur 
à », c’est-à-dire de points du complémentaire de s(a, «). D'autre part 
m appartient à s(a, x); ceci démontre notre affirmation ('). 

On pourrait dire aussi que les périsphères coincident avec les 
frontiéres de complémentaires de spheres fermées (que nous appel- 
lerons dorénavant les complémentaires ouverts). Sous ce rapport la 
deuxième condition de régularité entraîne pour les complémentaires 
ouverts les mêmes conséquences que la première pour les sphères 
ouvertes. On voit apparaître entre les deux conditions une dualité qui 


(1) On pourrait comme au Chapitre précédent démontrer une réciproque en faisanl 
intervenir des hypothèses complémentaires de continuité. 
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prolonge celle dont ila été question au Chapitre sur les frontières et qui 
vase poursuivre dans d'autres théorèmes. Des difficultés cependant vont 


se présenter du fait que, si les sphères sont des ensembles bornés, il 


n’en est pas de méme en général des complémentaires et ceci 
restreindra l’intérét de la deuxième condition de régularité. Cet 
intérêt est d’ailleurs encore diminué par le fait que, si l'on suppose 
l’espace borné, la deuxiéme condition forte n’est pas satisfaite, puisque 
la distance d’un point fixe à un point variable a certainement un 
maximum absolu. 


34. A chaque théorème sur la première condition de régularité 
correspond un théorème relatif à la deuxième. Au théorème I corres- 
pond le théorème suivant qui se démontre exactement de la même 
façon : 


Tatorime VI. — Sila deuxième condition forte est satisfaite, la plus 
grande distance d’un point à un ensemble borné est atteinte sur la fron- 
tière de l’ensemble. 


Comme corrélatif du théorème II nous aurons le suivant (mais il 
nécessite une hypothèse supplémentaire). 


Taéorème VIL. — Sz l’on suppose que le complémentaire d’un ensemble 
borné contienne au plus un composant non borné ('), pour que la condt- 
tion Cy soit satisfaite, tl faut que l’espace satisfasse à la deuxième 
condition faible, il suffit qu'il satis fasse à la deuxième condition forte. 


Rappelons que la condition C, exprime la connexité des complé- 
mentaires de sphères. 


Première partie. — Supposons qu'il existe un point a et un 
nombre « tel que l’ensemble T— (a, «) ne soit pas connexe. On 
pourra donc décomposer cet ensemble (fermé) en deux ensembles 
fermés disjoints M et N. D'après l'hypothèse supplémentaire que nous 
avons faite, l’un de ces deux ensembles, M par exemple, est borné. 


RE A SE RS + Sales de up 2 


(1) Cette hypothèse est satisfaite par exemple dans tous les espaces euclidiens, sauf 


l'espace à une dimension, 
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La distance de a aux points de l’ensemble a donc un maximum atteint 
(puisque M est fermé) en un point b de l’ensemble et ce maximum 
est au moins égal à «. Ce point devant être un point frontière, d’après 
le théorème VI, le maximum sera égal à a, ce qui entraine que la 
distance de a à un point quelconque de M est égale à «. Un point 
quelconque de M fournit donc un maximum large de la distance, 
puisque les seuls points pour lesquels cette distance soit supérieure 
à « sont les points de N et que ces points ne peuvent s’accumuler au 
voisinage d'un point de M. L’espace ne possède donc pas la quasi- 
convexité forte. Celle-ci suffit donc bien a entrainer la connexité de 
tous les complémentaires de spheres ouvertes et par suite celle de 
tous les complémentaires de sphéres fermées. La fermeture d’un 
complémentaire de sphère fermée est en effet un complémentaire de 
sphere ouverte d'après le théorème V. 


Deuxième partie. — La démonstration est exactement analogue à la 
démonstration correspondante dans le théorème II. Si l’on suppose 
l’espace compact à distance finie, on pourra même démontrer exacte- 
ment comme plus haut la possibilité (s’il n’y a pas la deuxième 
condition faible) de choisir e puis n de telle façon que la 
sphère s(a, «—y) contienne entièrement la couronne y:. Or b est 
dans le complémentaire de cette sphère, et il résulte de ce qui précède 
que le composant de ce complémentaire qui contient b est intérieur 
à s(b,e). Si donc l’espace est non borné le complémentaire est 
nécessairement non connexe. Si l’on suppose l’espace borné il peut se 
faire que le complémentaire soit constitué par ce seul composant 
auquel cas s(a, «) recouvre tout l’espace. 

Le corrélatif du théorème III présente un intérêt assez faible. Il se 
démontre comme le théorème III et s’énonce : 


Taéorème VIII. — Pour qu'un espace compact possède la propriété D, 
il faut qu'il satisfasse à la deuxième condition faible. 


La propriété D’ consiste en ce que m étant un point quelconque du 
complémentaire d’une sphère S, il existe une sphère contenant m, ne 
contenant aucun point de S et ayant pour rayon un nombre donné 
quelconque. 
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Voici enfin le corrélatif du théoréme IV : 


Tutorime IX. — Pour que tout complémentaire fermé ou, ce qui 
revient au même, pour que toute sphère ouverte soit un ensemble régulier, 
il faut que l’espace satisfasse à la deuxième condition faible, il suffit 
qu'il satis fasse à la deuxième condition forte. 

1° Si la deuxième condition faible n’est pas satisfaite, il existe deux 
points a et b tels que ax passe en 6 par un maximum strict 4. Alors b 
n'est pas point limite de points du complémentaire de s(a, ~). D'autre 
part b est point frontière de ce complémentaire, puisqu'il en fait 
partie. C’est donc un point frontière extérieur de ce complémentaire 
qui par conséquent n’est pas régulier. 


2° Sis(a, «) admet un point 6 comme point frontière intérieur cela 
signifie que : 

a.,ab=a: 

b. Un point x voisin de b ne peut appartenir à l'extérieur de s(a, x) 
et appartient donc à sa fermeture; on a par conséquent aæ£<4.1l ya 
donc en b un maximum large de ax. Co DEL ie 


39. Pour terminer, nous énoncerons le théorème suivant qui 
résulte immédiatement de ce qui précède : 


Tuéorème X. — Dans un espace à distance fortement régulière les 
propriétés F, 1, C,, D sont remplies, les sphères fermées ou ouvertes sont 
des ensembles réguliers, enfin, sous la restriction énoncée plus haut, la 
propriété C, est remplic. 

Su les propriétés F et 1, ou C, et Cy sont remplies, ou si toutes les sphères 
sont des ensembles réguliers, c'est que l’espace est à distance faiblement 
régulière. . 


CHAPITRE V. 
LES SPHÈRES GENERALISEES. 


I. — Distance d’un point a un ensemble. 


56. C'est, par définition, la borne inférieure des distances de ce 
point a tous les points de l'ensemble. Je désignerai par d(E, a) 
ou d(a, E), la distance du point a à l’ensemble E. 
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Cette distance est nulle lorsque a appartient à E et seulement dans 
ce cas. Lorsque l’ensemble reste fixe, la distance est fonction continue 
de la position du point. Cela résulte sans autre hypothèse de l’inéga- 
lité triangulaire, à laquelle satisfait la distance (' ) 

Si d(E, a) =a, il existe dans E, d’après la définition précédente, 
une suite de points m,, m,, ..., m;, ... tels que la distance am, 
tende vers x. Cette suite admet lorsque l’espace est compact, au moins 
un point d'accumulation m, qui n’appartient obligatoirement à E que 
si cet ensemble est fermé. Ona évidemment 


ant — a. 


II. — Sphères généralisées. 


37. Etant donnés un nombre positif « et un ensemble borné quel- 
conque E, nous considérerons les ensembles suivants : 


1° E, ou s(E, a): Sphère généralisée ouverte de centre E et de rayon +. 
— C’est l’ensemble des points dont la distance à E est inférieure à 2. 
Les sphères ouvertes ordinaires peuvent être considérées comme des 
sphères généralisées dont l’ensemble centre se réduit à un point. Pour 
simplifier, tout en marquant la différence entre les sphères étudiées 
jusqu'ici et les sphères généralisées, nous réserverons à ces dernières 
le nom de « sphéroides » dans ce qui suit. 

Enfin nous appellerons opération sphérique ouverte de rayon 2, 
l'opération qui fait passer d’un ensemble E à l’ensemble E, et cons- 
truction sphérique ouverte toute construction permettant d'effectuer ce 
passage. 


2° Ey ou s(E, 2) : Sphere généralisée fermée ou sphéroide fermé de 
centre E et de rayon «. — C’est l’ensemble des points dont la distance 
à E est au plus égale à z. Nous appellerons opération sphérique fermée 
de rayon x, l'opération qui fait passer de E à Ey. 

3° La réunion des sphères ordinarres ouvertes de ravon 3 centrées sur 


<4 


ies points de E. Hl est inutile d’employer une notation spéciale pour 


se 


(1) Poir par exemple Hausporrr, Mengenlehre p. 111, 
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cet ensemble car il coincide toujours avec E,. Cette remarque fournit 
une construction sphérique ouverte ("). 


4 Es : Réunion des sphères fermées de rayon «, centrées sur les 
points de E. Cet ensemble en général ne coïncide pas avec la sphère 
fermée E;. Il n’existe pas une construction sphérique fermée ana- 
logue à la construction C.-M. 

Il résulte immédiatement des définitions que 


E, & Ea) Eg 


et que si 8 >«, pour un ensemble donné E, les trois ensembles que 
l’on vient de définir avec un rayon sont contenus dans chacun des 
trois ensembles analogues de rayon 8. 


E,C Ej) © EzC Egc Eg, C Ep. 


Remarque. — Il est impossible qu’un ensemble F tel que 
E,C FC Eg 


soit un sphéroide de centre E. Son rayon devrait. étre différent de 
a, ce qui serait absurde d’aprés la remarque précédente. 

Enfin nous avons supposé et nous supposerons essentiellement dans 
tout ce qui suit que les centres des sphéroides que nous étudions 
sont des ensembles bornés, en sorte que tout sphéroide de rayon fini 
est lut-méme un ensemble borné. 


38. Cas particuliers. — La définition précédente des sphères fer- 
mées conserve un sens même lorsque « est nul; c’est l’ensemble des 
points dont la distance à E est nulle, c’est-à-dire la fermeture de E. 
On conviendra donc de la notation suivante : 


= 
E-— 
— Le 


70 


Comme il n’existe aucun point dont la distance a E soit négative, il 


(') Cest ce que M. G. Bouligand appelle la construction C.-M. (Cantor-Minkowski ). 
Les ensembles C.-M. de l’espace euclidien ont été étudiés d’une manière très approfondie 
par M. Bouligand et ses élèves. Voir notamment : G. BouLiGAND, Géométrie infinitésimale 
directe (G.I. D.) Vuibert, 1932; G. DurAND, Sur une généralisation des surfaces convexes 
(These, Paris, 1931); L. CHamano (Thèse, Poitiers, 1933). 
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faudra convenir que 
hei 


Que l’espace soit borné ou non, il sera naturel d’appeler sphère de 
rayon infini l’espace lui-méme, cette sphére étant considérée a la fois 
comme ouverte et fermée 

] Ps 
quel que soit E. 

Enfin, toujours en restant dans dans le cadre de la définition géné- 

rale, on posera si & est borné, 


eer hy shelly Le 


39. Les sphères généralisées jouissent des propriétés suivantes : 
a. E, est un ensemble ouvert; E; un Ensemble fermé. 

b. SLECF, ona E,CF, et ECF;. 

c. E,CE;. 


d. 1. A tout point de E, correspond au moins un point de E qui en 
est distant de moins de a; 
2. A tout point de E; et à tout nombre positif e correspond au 
moins un point de E qui en est distant de moins de « +&. 


e. On ne change pas un sphéroide fermé ou ouvert en remplacant 
son centre par un ensemble de méme fermeture 


E,=(E)., ; Ex= (E)g. 


On peut donc toujours, sans diminuer la généralité, supposer que le 
centre E est un ensemble fermé. 


Les propriétés b, d,, résultent immédiatement des définitions. Les 


propriétés a, c, d,, e sont classiques ('). 
Lorsque l'espace est compact à distance finie, la propriété d, 


devient : 
d,. A tout point de Ez correspond au moins un point de E qui en 
est distant de « au plus. 


(:) Voir par exemple : Kuratowski, Topologie I, Varsovie 1934, p. 34. 
Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fase. 1. 6 
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Autrement dit, on a dans ce cas 


E;=— Orie 


‘ 


40. Soit Eun ensemble fermé. Considérons la famille des sphéroides 
ouverts ou fermés ayant E pour centre. Il est clair que tout point de E 
appartient à chacun des ensembles de cette famille. Je dis que réci- 
proquement tout point appartenant à chacun des ensembles de la 
famille, appartient a E. 

Soit en effet un point m appartenant a tous les ensembles de cette 
famille. Donnons-nous une suite «,, %, ..., %, ... de nombres 
positifs tendant vers zéro. Le point m appartient à E,, quel que soit 7; 
on pourra done trouver dans E une suite 


Meaom pr bots 


de points tels que 
Meme, 


ceci prouve que les M, ont m pour point limite et, puisque E est 
fermé, que m appartient à E. 

Nous avons raisonné avec des sphères ouvertes, mais il est évident 
d’après la fin du paragraphe 37, qu’il y a identité entre l’ensemble des 
points communs à toutes les sphères ouvertes centrées sur E et 
l'ensemble des points communs à toutes les sphères fermées centrées 
sur E. 

Le résultat trouvé peut s’énoncer de la manière suivante : 


Tout ensemble fermé coincide avec l'intersection de toutes les sphères 
qui admettent cet ensemble pour centre. 


Il est remarquable que la seule hypothèse faite sur l’espace est qu'il 
soit métrique. 

il. L'exemple des sphères ordinaires nous a montré que la ferme- 
ture d’une sphère ouverte ne coïncide pas toujours avec la sphère 
fermée de même centre et de mème rayon et nous fait prévoir l’impor- 


tance de la quasi-convexité dans cette question. C’est ce que confirme 
le théorème suivant : 


PHEOREME FONDAMENTAL. — 1° Dans un espace untformément quasi 
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ES 


convexe ('), on a toujours, si a > 0, 


Etre 


2° St cette égalité est vérifiée pour tout ensemble KE, et tout nombre 
positif x, on peut affirmer que l’espace est quasi convexe (*). 


Demonstration. — 1° D’après la propriété c, il suffira de démontrer 

que l’on a toujours 
Ez = 

Soit p un point quelconque de E;, démontrons qu'il appartient à E.. 

. NA . a D . 

Soit :(2)le module de quasi-convexité uniforme, et donnons-nous une 
suite de nombres 2; tendant vers zéro. Posons ¢(2;) =¢;. A chaque :, 
faisons correspondre un nombre positif <, tel que &—a<e <,, ce 
qui n’est d'ailleurs possible que si xo. Il existe dans E un point » 
tel que 
Mip LA + €. 

En vertu de la quasi-convexité, il existe un point p; tel que 

PPi< di 

Mj Pj LA HE EXT. 

La dernière inégalité montre que p; appartient à E,, la premiere 
que la suite des points p; tend vers p. Ceci prouve donc bien que p 
appartient à E, (*). 

2° Donnons-nous deux points quelconques m et p de l’espace et 


soit x leur distance. Prenons comme ensemble E l'ensemble (7) 
formé du seul point m. On devra avoir 


(m)3= (M )x 


et p qui appartient à (mm); devra être point limite de points de (m),. 

L'espace sera donc quasi convexe en p relativement am. Comme p 
et m ont été pris quelconques, on voit que l’espace satisfait bien à la 
condition de quasi-convexité. 


(1) Il s’agit de nouveau ici et dans tout ce qui va suivre de la quasi-convexité forte ou 
quasi-convesité proprement dite telle qu'elle a été définie au Chapitre IL. 

(2) fl va de soi que lorsque E, et Ex sont confondus, ils coincident avec E,,. 

(3) Voir rectification à la fin de Vappendice, 
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42. Si l'on avait supposé l’espace compact en soi, il aurait suffi de 
supposer la quasi-convexité pour entrainer la quasi-convexité unt- 
forme, ainsi : 


Dans un espace compact en sot, la quasi-convexité est la condition 
nécessaire et suffisante pour que la fermeture d’une sphère généralisée 
ouverte soit con fondue avec la sphère généralisée fermée de même centre 
ct de même rayon (*). 


Le théorème reste valable dans un ensemble compact à distance 
finie, puisque les sphéroides dont il s’agit sont des ensembles bornés. 


III. — Sphères généralisées d'ordre supérieur. 


43. Sur un sphéroide ouvert ou fermé de centre E et de rayon a, 
faisons une opération sphérique ouverte ou fermée de rayon 8. Con- 
trairement à ce qui se passe dans l’espace euclidien, le résultat ne 
sera pas en général un nouveau sphéroide ayant le même centre E. 
Nous appellerons le nouvel ensemble obtenu : sphéroide d'ordre 2 avec 
le centre E et les rayons « et B. Il y a en général quatre sphéroides 
d'ordre 2 ayant un centre et des rayons donnés. Nous les désignerons 
respectivement par E, 5, E;8, E, 5, E;:,3, la notation se comprenant 
d'elle-même (?). 

Nous appellerons sphéroïde d’ordre 3 l’ensemble obtenu en faisant 
une opération sphérique sur un sphéroïde d’ordre 2 et plus généra- 
ment sphéroide d'ordre p, l’ensemble obtenu en faisant une opération 
sphérique sur un sphéroide d'ordre p — 1 (*). La notation sera ana- 
logue à celle des sphéroides d'ordre 2, le z'° indice représentant la 
t°" opération et étant ou non surligné suivant que cette opération est 
fermée ou ouverte. 


SET RS re D NE ts ee nn à 


7 

(') On peut le démontrer directement en se servant de la propriété e,, ce qui facilite 
quelque peu les raisonnements de la première-partie. 

(*) L'ordre dans lequel on prend les deux rayons n'est bien entendu pas indifférent. 
Les sphères de rayons « et ® ne coincident pas en général avec les sphères de rayons 3 
et 2. Les opérations sphériques ne sont pas en général permutables. Un exemple est 
donné dans Pappendice. 

(*) Les sphéroïdes d'ordre 1 seront les sphères généralisées ordinaires. 
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44. Il est clair qu’étant donné un ensemble E et une suite de 
p nombres positifs «,, a, 45,0,,..., a, pris dans un ordre déterminé, il 
existe en général 2” sphéroides d'ordre p admettant cet ensemble 
pour centre et ces nombres pour rayons. Ces 2” sphéroides se 
réduisent pourtant à deux dont l’un coincide avec la fermeture de 
l’autre dans un cas très général (comprenant celui des espaces eucli- 
diens) comme le montre le théorème suivant : 


THÉORÈME III. — Sz l’espace est quasi convexe uniformément, tous les 
sphéroides d'ordre p, ayant le méme centre et les mémes rayons se 
réduisent à deux d’entre eux, et l’un des deux est la fermeture de 
l’autre. 


Si en effet cette condition est réalisée, il résulte immédiatement 
de la propriété ¢ et du théorème fondamental que l’on peut, dans le 
symbole qui représente le sphéroide, supprimer tous les signes de 
fermeture figurant sur les indices autres que le dernier (ou au con- 
traire en ajouter de nouveaux) sans changer le résultat final. Toutes 
les sphères se réduisent aux deux suivantes : 


= 


ay =. 
Es, a, et Ez, Hayes yd 


il est clair, d’après le théorème fondamental que la seconde se confond 
avec la fermeture de la première. 


Taéorème III bis. — Si les sphéroides d'ordre p ayant un centre et des 
rayons donnés se réduisent à deux d’entre eux, l’un étant la fermeture 
de l’autre, l’espace est quasi convexe. 


Si, en effet, l'hypothèse est réalisée quel que soit p, elle l’est 
pour p —1, c'est-à-dire pour les sphèroides à un seul rayon ce qui 
d’après la deuxième partie du théorème fondamental entraine la 
quasi-convexité. 


45. Dans le cas où l’espace est compact à distance finie on peut 
réunir ces deux théorèmes en un seul : 

La condition nécessatre et suffisante pour qu'il n'y ait que deux 
sphéroides d'ordre p distincts, l'un étant la fermeture de l’autre, est que 


l'espace soit quasi convexe. 
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Lorsque la circonstance énoncée dans les théorèmes ci-dessus se 
trouve réalisée, cela aura un sens de parler de sphéroide ouvert et de 
sphéroide fermé d'ordre p et l’on voit que le théorème fondamental 
leur reste applicable. Il n’en résulte pas que ces sphéroïdes d'ordre p 
se réduisent toujours, comme dans l’espace euclidien, à des sphéroides 
de même centre et d’ordre 1. Ceci exige comme on va le voir l'inter- 
vention d’une propriété plus forte que la quasi-convexité. 


46. Il suffira évidemment de se borner au cas des spheroides 
d'ordre 2, étant donnée la définition de proche en proche donnée pour 
les sphéroides d’ordre supérieur. 

Tatortue IV. — La condition nécessaire et suffisante pour que l’on 
ait, quels que soient E, a, 3, 


(1) Ez, g9= Ez g= Ey, .4, 


(2) E,3= EF; = Ex. 


est que l’espace satis fasse à la condition A. 


On sait déjà (prop. b,c,e)que 


E, 8 € Ex, 3 el que F,3CE;,5. 


2 


Montrons que l’on a toujours 


9 + + = 12 
(33 E; 4€ Ey. el he 4 Ex. 


Soit p un point de E;;: il existe par définition, dans E,; un point g. 
tel que 
Pg —— Re CA 


Donnons-nous une suite de nombres +, tendant vers zéro: il existe 
dans E une suite de points mm; tels que 


MiG EE PO Yi, 
alors 
Nip LA + 6. +), 
ce qui prouve que la distance de p à E est au plus égale à 4 + 3, 
, k . . N s : : d 
c'est-à-dire que p appartient à E,.4. 
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On démontrera de manière tout à fait semblable que tout point 
de E; 3 appartient à EZ. 
Nous allons maintenant montrer que, si l’espace satisfait à la 


condition A, ona 
E, 82 E,:6, 


ce qui, joint aux inégalités précédemment démontrées, entraînera 
les égalités (1). Prenons en effet dans ce cas, un point p de E,,s; il 
existe dans E un point m tel que 
mp = 4 < à + B. 
Posons 
0 <L20 <a + B — 4. 


En vertu de la condition A, les sphères s(m, « — à) et s(p, 8—3)ont 
au moins un point commun g. Ce point appartient évidemment à E,, 
et p appartient à s(q, 8), c'est-à-dire à Ey. 

Soit encore, en supposant toujours la condition A réalisée, p un 
point de E33 et soit e;une suite de nombres positifs tendant vers zéro; 
il existe dans E une suite de points m; tels que 


nup <a + B+ gy. 


En vertu de la condition À, si l’on se donne une autre suite évanes- 
cente ¢,, on trouvera au moins un point g; commun à s(m;,a) et à 
s(p, 8+ ¢;+ ¢;). Alors g;appartient à E,, d’où il résulte que p appar- 
tient à E, 3, ce qui joint à (3) entraine (2). 


Réciprogues. — Supposons maintenant que l’on ait toujours les 
égalités (1). Considérons deux points quelconques a et b distants 
de y, et soient « et 5 deux nombres positifs quelconques inférieurs à y 
ettels quea+8>y. En prenant comme ensemble E l’ensemble (a) 
formé du seul point a, le point b appartient à E,.3; il appartient donc 
à E,, en vertu de l'hypothèse. Il existe donc un point c tel que 

acm, 
cb < B, 


et ceci a lieu si petite que soit la différence «+ 8 — +. Cela revient 


exactement à la condition A. 
Supposons enfin que les inégalités (2) soient vérifiées pour tout 


4g 
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ensemble et considérons encore deux points quelconques a et b 
distants de y. Soit « un nombre positif inférieur à y et posons B= yt a. 
Prenons encore comme ensemble E l’ensemble formé du seul point a. 
Le point à appartient à Ezq et par conséquent, d'après l'hypothèse 


El 


à Eq. Il existe donc, quel que soit e, un point c de E; pour lequel 
cb < B+ = 5 


: . x € } e\. 
c’est-à-dire un point commun aux sphères s(a, a + :) et sb, B + 2); 
la condition A est donc réalisée, puisque les points a et b sont quel- 
conques ainsi que les nombres « et ¢. C. 0, Fe 0 


CHAPITRE VI. 


LES ENSEMBLES LIMITES D'UNE SUITE D'ENSEMBLES. 


I. — Distance de deux ensembles: 


47. Etant donnés deux ensembles quelconques A et B, nous dirons 
qu’un nombre positif « satisfait à la condition D relativement à ces 
deux ensembles, si l’on a simultanément 

ACB3, 
Bx A. 


La borne inférieure des nombres qui satisfont à la condition D est 
appelée distance des deux ensembles. Nous la désignerons par la notation 


(A, B) ou (B, A). 


J'ai démontré (') que La condition D est satis faite par le nombre (A, B) 
lui-méme, en sorte que la relation 


a > (A, B) 


est équivalente au système d’inclusion (D). 
mo oo as 
(1) Sur la distance de deux ensembles (C. R. Acad. Sc., t. 202, 1936, p. 1556). — 


J'ai démontré dans cette Note que cette définition bien que différente dans sa forme de 


celle de M. Haussdorff conduit au même résultat, ainsi d’ailleurs que celle, différente des 
deux premières, de M. Vasilesco. 


4 = 
Sara 
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REMARQUE I. — Si ACB, la première des inclusions D est évidem- 


ment satisfaite, quel que soit «, en sorte que la condition D se réduit a 
la seule inclusion ’ 
Bec As, 


En particulier, E étant un ensemble quelconque, ona 
(E, Ez) =(E, E,) =. 
REMARQUE IT. — Si AC BC C,ona 


(A, B) <(A, Ci 
(By G) < (Ay Gy. 


Renargve III. — Étant donnés deux ensembles A et B, si, quel que 
soit le point a de A, il existe un point de B tel que ab<« et si, quel 
que soit b, il existe a avec la même condition, ona 


(A,B) Se. 


48. La distance ainsi définie possède les propriétés suivantes (') : 


(a) (A, B)=(B, A) symétrie ; 

(b) (A, B) + (B, C)2(A, C), inégalité triangulaire; 
(c) (ASE 03 

(d) A —B entraîne (A, B) =o; 

(e) (AB 0 entraine (ANG). =(B;.C). 


Ces deux dernières propriétés conduisent à considérer comme 
identiques relativement à cette métrique deux ensembles ayant la 
même fermeture ; lorsque ce sera utile, on pourra donc sans diminuer 
la généralité supposer qu'il ne s’agit que d’ensembles fermés en 
substituant au besoin leurs fermetures à ceux qui ne le seraient pas. 


II. — Ensembles limites d une suite d’ensembles. 


49. Soit {E,' une suite infinie d’ensembles dont les éléments 
appartiennent a un espace quelconque 2. 
LT PEER PS PEN ERP hi ees TE 
(') Haussvorrr, Wengenlehre, p. 146. 
Ann Ec. Norm., (3), LV — Fasc. |. 


“XI 


50 E. BLANC. 


Les ensembles limites attachés à cette suite sont de trois espèces 
différentes. Je rappellerai en premier lieu la définition des limites de 


Borel. 


Limites ne Bore. — Ce sont : 


s 


1° L'ensemble limite restreint : ensemble des points appartenant à 
tous les ensembles de la suite sauf au plus un nombre fini; 

2° L’ensemble limite complet : ensemble des points appartenant a 
une infinité d’ensembles de la suite; 

3° L'ensemble limite proprement dit qui n'existe que si les deux 
précédents coincident et coincide alors avec eux. Nous dirons, lorsqu'il 
en est ainsi, que la suite converge au sens de M. Borel. Un cas classique 
de convergence dans ce sens est celui ou les ensembles forment une 
suite monotone (') (croissante ou décroissante). La limite est alors, 
dans le cas d’une suite croissante, la réunion de tous les ensembles 
qui la composent; dans le cas d’une suite décroissante, leur inter- 
section. 


Chacun de ces ensembles peut étre vide. Nous les désignerons res- 
pectivement par I, S, L. 


90. Limites TopoLocigues (7). — Leur définition suppose que l’on 
est dans un espace où l’on peut définir des voisinages. 


1° Limite topologique supérieure (lim. top.) : ensemble des points 
tels que dans tout voisinage de chacun d’eux se trouvent des points 
de tous les ensembles E, sauf au plus un nombre fini. Cet ensemble, 
que nous désignerons par J, peut être vide. Lorsqu'il existe, il est 
fermé. 

2° Limite topologique inférieure (lim. top.) : ensemble des points 
tels que dans fout voisinage de chacun d’eux se trouvent des points 
d'une infinité d’ensembles de la suite. Cet ensemble que nous 
désignerons par S est fermé. Dans un espace compact en soi il ne 


SS PAE ES ne he Rs + RSS EU eo ee ON SE ee, Je 


(') Suite dans laquelle chaque ensemble contient le précédent (croissante), ou S'y 
trouve contenu (décroissante ). 

(*) Plusieurs terminologies ont été employées pour ces notions. J'adopte ici celle de 
M. Kuratowski. 
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peut étre vide, que si tous les ensembles de la suite le sont a partir 
’ » Ra] G 

d’un certain rang. Cette conclusion reste valable dans un espace 

compact à distance finie, pour toute suite bornée dans son ensemble. 


3° Limite topologique (lim. top.) : existe lorsque les deux précédents 
coincident et coincide alors avec eux. On dit alors que la suite 
converge topologiquement vers cette limite. M. G. Bouligand a donné 
un critère général de convergence topologique ('). En particulier, 
d'après ce critère, les suites monotones convergent topologiquement. 
Dans un espace compact, une suite convergente ne peut avoir pour 
limite un ensemble vide, L'ensemble limite est évidemment un 
ensemble fermé ; nous le désignerons par £. 


Il résulte immédiatement des définitions que 
ls, dax INaiS) 
ea he oy 
L € £ si ces limites existent. 


54. Limite MÉTRIQUE. — Supposons enfin que © soit distancié. 


Nous dirons avec M. Hausdorff (?) qu'une suite { E,,} uniformément 
bornée converge métriquement vers un ensemble fermé (*) et qui sera 
nécessairement borné £’, si la distance (E,, £’) tend vers zéro lorsque 
n tend vers l’infini; £” est alors appelé la limite métrique de la suite. 
M. Hausdorff a démontré les théorèmes suivants (*) : 


Tutorime I. — L'existence de la limite métrique entraine, sans autre 
hypothése, celle de la limite topologique et ces deux limites sont égales. 


Tutorime II. — L'existence de la limite topologique entraine celle de 
la limite métrique à condition que l’espace soit compact. Les deux 
limites sont alors égales (°). 


(*) BouziGanp, G. J. D., p. 156. 

(*) Mengenlehre, p. 146. 

(3) Cette restriction est nécessaire ‘si l’on veut que l’ensemble limite soit unique. Si 
l'est un ensemble ayant £’ pour fermeture (En, /) tend aussi vers zéro. 

(+) Mengenlehre, p. 148, 150. 

(5) Ce théorème reste vrai dans un espace compact à distance finie, puisque nous nous 
bornons à considérer des suites uniformément bornées. 
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La démonstration de ce dernier théorème est basée sur le fait que, 
dans un espace compact, on a pour tous les E, sauf au plus un 
nombre fini 3 

Enc 8 


‘ne 


( E, }: D J, 


quel que soit < positif. 

Ainsi la convergence métrique apparait-elle comme plus forte que 
la convergence topologique, sauf dans un espace compact en sol, où 
eiles coincident. 


52. On peut en prenant comme éléments les ensembles E non vides 
contenus dans l’espace &, construire deux espaces abstraits différents, 
suivant qu'on associe à la donnée de ces éléments la limite topolo- 
gique ou la limite métrique ('). 

Dans le premier cas, on obtient évidemment un espace (#) de 
Fréchet, qui n’est pas forcément un espace métrique. Appelons-le 4. 
Au contraire l’espace obtenu dans le second cas est un espace 
métrique % dans lequel la distance de deux éléments est, par défini- 
tion, leur distance de Hausdorff lorsqu'on les considère comme des 
sous-ensembles de &. 

Dire qu'une suite d'éléments de ‘Vj converge, revient à dire que la 
suite des sous-ensembles de & dont ils sont constitués converge 
topologiquement dans &. Dire qu’une suite d’éléements de ‘5 converge, 
c'est dire que la suite des sous-ensembles de & dont ils sont formés 
converge métriquement dans ©. Les deux théorèmes cités plus haut 
entrainent la coincidence de 4 et de ‘5 lorsque & est compact en soi. 

Citons encore ce théorème de M. Hausdorif (*) : 


St & est séparable (*), toute suite d'éléments de VY contient une suite 
partielle convergente, c'est-à-dire que VY est compact. 


En particulier, si © est compact en sot, il est en même temps sépa- 


Co Por par exemple : C. Kurarowskr. Z'upologie, P: 157-158. 
(*) HausDoRFF. loc. ci/., p. 148-150. 


(3) @est-a-dire, si l'on peut y trouver un ensemble .dénombrable partout dense 
CHAUSDORFF, loc. cit. p. 125). 
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rable, en sorte que les espaces \ et %, puisqu'ils coincident, sont à la 
fois métriques et compacts. 


CHAPITRE VII. 
LES SUITES DE SPHÉROÏDES. 


I. — Approximation d’un sphéroïde par des sphéroides de rayons voisins. 


»3. Je me propose de rechercher dans quelles conditions un sphé- 
roide de centre E et de rayon « peut être considéré comme la limite de 
sphéroides de même centre dont les rayons tendent-vers «. 

Placons-nous tout d’abord au point de vue des limites de Borel en 
supposant que les rayons des sphéres tendent vers « par valeurs 
inférieures. À 

Soit une suite de nombres positifs (') 


CSC OC FOR RCE 


tendant vers a, et considérons la suite des sphères ouvertes et 
fermées : 


= 


(S) Ds Ney modules 


Cette suite est monotone et croissante; elle admet donc pour limite 
de Borel la réunion LE,, des ensembles qui la composent. Je dis 
que cette réunion n'est autre que le sphéroide ouvert E,. Pour le 
démontrer je pourrai évidemment me contenter de considérer la suite 
partielle des sphéroides ouverts E,. 

En premier lieu, il est évident que 


(1) FS ote 5 


(’) Le fait de prendre la suite z, eroissante ne restreint pas la généralité. Soit en effet 
une suite 8, de nombres éaférieurs à x el tendant vers x de façon queleonque; on 
pourra en extraire une suile partielle croissante 5,,; entre deux termes conséculifs 3,, 
et 5,,., ne se Lrouve qu'un nombre fini de termes 3,. Les sphères qui correspondent à ces 
termes contiennent Es, et sont contenues dans DST si done la suile Es, admet une 
limite de Borel, la suite Eg, admettra elle aus:i celte limite pour limite de Borel. L’énoncé 
du théorème V est done valable lorsque le ravon tend vers « par valeurs-inférieures, mais 
d’une façon quelconque. 
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Soit alors M un point de E,; il lui correspond dans E un point m tel que 


mM = ay a; 


il est clair que M appartient a E,, dès que 4; >). Ainsi M appartient 
à XE, ce qui prouve que 
(2) E,¢ 3 E,,. 


De la comparaison de (1) et (2) résulte le théorème annoncé. Nous 
avons donc montré que : 


Taéorème V. — Les sphéroïdes ouverts ou fermés de centre E, dont le 
rayon tend vers « par valeurs inférieures ('), ont pour ensemble limite de 
Borel le sphéroide ouvert de méme centre et de rayon «. 


Soit maintenant une suite décroissante 
RCE DU: D ACTE 


tendant aussi vers x, et considérons à nouveau la suite des sphéroides 
ouverts et fermés 


(S’) Estate at Bain 


i 


Cette suite est cette fois monotone et décroissante; elle admet 
comme limite l’ensemble intersection @E, des ensembles qui la 
composent. Je dis que cet ensemble n’est autre que le sphéroide 
fermé E;. Je puis évidemment me contenter d’utiliser la suite partielle 
des sphéroides ouverts E,.. 

En premier lieu, il est évident que 


(9) EF CP Fy. 


Soit maintenant un point M de @E,,; il appartient à E,, quel que 
soit 7, on peut donc trouver dans E un point m, tel que 


Mm;< 2. 


La distance de M à KE, c’est-à-dire la borne inférieure des distances 

de M aux différents points de E est donc nécessairement au plus égale 

à 4, puisque a, peut, pour ¢ assez grand, s'approcher autant qu’on le 

rm tree retenir aan htR Sn dlles <p SELS En 
(1) Porr la Note de la page précédente. 


LES ESPACES METRIQUES QUASI CONVEXES. 


Cr 
a 


veut de a. On voit que M appartient à E; ce qui prouve bien que 
(4) Ex > Mur. 
De la comparaison de (3) et (4) résulte le théorème annoncé. Il peut 
s’énoncer ainsi : | 
THÉORÈME VI. — Les sphéroides ouverts ou fermés de centre E, dont le 


rayon tend vers à par valeurs supérieures ('), ont pour limite de Borel 
le sphéroide fermé de même centre et de rayon x. 


Le théorème du n° 40 n'est qu'un cas particulier de celui-ci, 
lorsque a = 0. 


54. Placons-nous maintenant au point de vue des limites topolo- 
giques. La suite monotone croissante (S), possède (critère de Bouli- 
gand) une limite topologique. Cette limite est un ensemble fermé, 
elle doit contenir la limite de Borel E, ; de plus, tous les ensembles de 
la suite étant contenus dans E,, elle est forcément contenue dans k,. 
Comme E, est le plus petit ensemble fermé contenant E,, la limite 
cherchée sera l’ensemble E, lui-même. On démontrera d'une manière 
analogue que la suite (S’) a pour limite topologique le sphéroide 
fermé E;. En résumé : 

TaéorèME VII. — Les sphéroïdes de centre E dont le rayon tend vers à 
non nul par valeurs inférieures ont pour limite topologique l'ensemble 
E,, ceux dont le rayon tend vers à par valeurs supérieures ont pour limite 
topologique le sphéroide fermé Ez. La seule hypothèse faite est la 
métricité de l'espace. 


55. Si l’espace est quasi convexe uniformément et si au, ces 
deux limites sont égales : 

Tutortme VII bis. — Toute suite de sphéroides de centre E dont |e 
rayon converge d'une manière quelconque vers 4, converge topologique- 
ment vers la sphère fermée ky. 

Si, en outre, l’espace est compact en soi, la suite des mêmes sphe- 
roides converge aussi métriquement vers la même limite. 


(1) Poir la Note de la page 53. 
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56. Nous allons montrer maintenant que cette condition de compa- 
cité n’est pas nécessaire et que la quasi-conveæité uniforme suffit à 
assurer directement la convergence métrique de la suite considérée vers 
sa limite E;. | 

Nous démontrerons d’abord le lemme suivant : 


Lemme. — Étant donnés un ensemble E, dans un espace uni formé- 
= © os a 
ment quasi convexe, un nombre non nul x et un nombre positif 5, on 
peut trouver un nombre 2 tel que l'inégalité 
Ja—a’i<e 
entraine 
(Ez, Ez) < 0 
Remarquons d’ailleurs qu’il est indifférent dans cette derniére 
inégalité de prendre les sphéroides ouverts ou fermés puisque 


(Ex, Ex) = (Es, Ex) = (Ex, Ev) = (Ea, Ex) 
et que, l’espace étant ici supposé quasi convexe, ona 
E,— Es, Ey, — Ey. 
Ceci posé, nous admettrons pour fixer les idées que «< ~’, et 


nous prendrons le sphéroide de rayon « ouvert et le sphéroide de 


rayon a’ fermé. Comme ona 
| pes Ex, 


il suffira (n° 47, rem. I), d'établir que l'on peut déterminer < tel que 


| a’—a<e 
entraine 


(1) E, 52 Ex. 


Soit, en effet, p un point de Ez, et soit r(2) le module de quasi- 
convexité uniforme correspondant à la valeur 2. Je dis qu'il suffira de 


prendre 
X'— 4 = TM < 71(d) 


pour satisfaire à (1), c'est-à-dire que l'on pourra prendre ¢ égal à +. 
) 
Posons n = %(¢)— 74. 
I] existe dans E au moins un point m dont la distance a p est infé- 
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rieure à à + (prop. d, des sphères gén.). En vertu de l’hypothèse 
de quasi-convexité, il existe au moins un point g tel que l’on ait à la 
fois : 
pq <à, 
mg<a'+y—2n(d)=2'’—m=-e 


et ces inégalités signifient, la seconde, que g appartient à E,, et la 
première, que p appartient à s(q, à), donc à E, ;. CLO. ED, 

Ceci posé, si l’on considère une suite {«,} ayant pour limite un 
nombre « non nul ('), on peut énoncer le théorème suivant : 


ThéoRèME IV. — Dans un espace uniformément quasi convexe, la 
suite des sphéroides de centre E et de rayon x, converge métriquement 
vers Kz, si %, converge vers «à. 


On pourra, en effet, à étant donné, préndre n assez grand pour 
que | « —«,,| soit inférieur à x(4) et que la distance du sphéroide de 
rayon ~, au sphéroide E; soit inférieure à à. 

Le nombre z(¢) ne dépend que de à et pas de E ni de «; nous 
serons fondés à dire que, dans leur ensemble, toutes les suites du type 
| E,, } où «, converge vers une limite « convergent uniformément vers 
leurs limites métriques, le module de cette convergence uniforme étant 
au moins égal au module de quasi-convexité uniforme. 

Voici maintenant la réciproque : 


TutorEme V. — Si toute suite du type précédent converge métrique- 
ment en méme temps que la suite des rayons, l’espace est quasi convexe ; 
st celte convergence est uniforme relativement à toutes les suites de ce 
type, la quast-convexité est uniforme, elle aussi, et son module est au 
moins égal à celui de la convergence. 


Soit K la limite métrique de la suite EK, . C’est en mème temps, 
d’après le n° 51, la limite topologique de cette même suite. Or, si la 
suite des x, comprend une infinité de valeurs aussi bien à droite qu'à 
gauche de sa limite a, la limite topologique ne peut exister (th. III) 


(4) Remarquons que si { 2» } converge vers 0. Ex, aura encore pour limite Ey = E 
cette limite n'étant atteinte qu'à droite; on peut faire entrer ceci dans l’énoncé du cas 
général puisque la suite { x, } ne peut tendre vers o qu'à droite. 

Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fase. |. 8 
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que si l’on a 


K—E,= Ex. 

Comme on suppose que toute suite du type considéré converge, il en 

résulte que l'égalité précédente doit être réalisée quels que soient 

E et x, ce qui entraine la quasi-convexité (n° 41, th. fondamental ). 
Venons-en à la seconde partie. Supposons que la convergence soit 

uniforme et de module +, c’est-à-dire que l'inégalité 

|æ— a, | <T'(ô) 


entraine 
(PB haa. 


Prenons alors deux points m et p et posons 


js (70; 
mp = a, 


! 


a'=a Hs (ET 
Dire que (E;, Ez) est inférieur à ©, c’est dire que l’on a 


Ex € Es, 


Es CEE, 


alors p appartient à E..;, c’est-à-dire que l’on peut trouver un point 4 
tel que 
ges : mg<a’=a—e; 


pegs: pq <. 


L'espace est donc quasi convexe en p relativement à 7 avec un 
module au moins égal à =’, puisque < peut être pris aussi voisin que 
l’on veut de x’. Les points m et p étant arbitraires, on voit que l’espace 
est uniformément quasi convexe avec un module au moins égal au 
module de convergence. En résumé : | 


Dans tout espace métrique, compact ou non, la convergence métrique 


des suites du type \K, | et la quasi-convexité de l’espace sont liées en 
sorte que : 


1° La première entraîne la seconde ('); 


(') La simple quasi-convexité peut ne pas entrainer la convergence. 
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2° St on les suppose uni formes (') chacune entraine l’autre et leurs 
modules sont égaux. 


Il résulte en effet des deux théorèmes précédents que lorsque les 
deux propriétés coexistent et sont uniformes, chacun des modules est 
au moins égal à l’autre. 


IT. — Les espaces de sphéroïdes et les correspondances sphère-rayon. 


57. Étant donné un espace métrique ©, et un ensemble quel- 
conque E d'éléments de cet espace, nous appellerons 3%, l’espace dont 
les éléments sont les sphéroïdes fermés de centre E et de rayon positif 
ou nul, la distance entre deux éléments de cet espace étant la distance 
de Hausdorff. Un tel espace peut ne pas être compact en soi, même 
à distance finie. Cela résulte du théorème suivant : 


THÉORÈME I. — Pour que tous les espaces 5, soient compacts à distance 
finie, il faut que X soit quasi convexe, il suffit que Æ soit uni formé- 
ment quasi convexe. 


Première partie. — Soit |«,\ une suite croissante et bornée de 
nombres positifs. Elle converge vers une limite «. Considérons la suite 
correspondante |B, | d’élements de 5,. C’est une suite bornée, la 
distance d’un élément quelconque de cette suite à l’ensemble centre E 
étant inférieure à «. Si l’on suppose tous les 5, compacts à distance 
finie, on pourra extraire de cette suite une suite partielle (que nous 
désignerons par la même notation) et qui converge dans %,, c'est- 
à-dire telle que les sphéroides qui en sont les éléments convergent 
métriquement dans Æ. 

La convergence métrique de cette suite de sphéroides entraine sa 
convergence topologique et d’après les résultats du précédent para- 


graphe, la limite topologique ne peut être que E,. Mais si l’espace 


(') Ce n’est pas d’ailleurs une restriction bien forte : nous avons vu que la quasi- 
convexité ne pouvait être qu’uniforme dans un espace compact. D'ailleurs, des espaces 
très généraux comme les espaces A [note (1), § 26] sont uniformément quasi convexes. 
[ls comprennent comme eas particuliers les espaces euclidiens. 


5 
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n'était pas quasi convexe, c'est qu'il existerait un ensemble E et un 
nombre « tels que E, ne soit pas un sphéroïde et n’appartienne pas 
à %,. La suite { E,, | correspondante n'aurait donc pas sa limite dans Sp, 
ce qui est contraire à l'hypothèse. 


\E,,| d'éléments de %,. De la suite 
| à, | on peut extraire une suite qui converge vers «. Si Boule supposons 
uniformément quasi convexe, nous avons vu que la suite {E,, | 
converge métriquement dans v vers E;, quel que soit l’ensemble E. 
Alors cette suite, considérée comme une suite d’éléments de %, 
converge vers un autre élément de %, qui est donc bien compact à dis- 
tance finie. 

On pourrait établir des résultats analogues (en excluant le cas 4 — 0) 
pour les espaces ‘5, formés avec les fermetures de sphéroides ouverts. 
Ces espaces coincident d'ailleurs avec les précédents lorsque Æ est 
quasi convexe. 


Ss 


58. Il y a évidemment entre un espace ‘5, (ou un espace %,) et le 
segment (0, + 0) de l’axe des a, une BRL nour wt biunivoque. 


Les résultats établis dans ce Chapitre prouvent en somme que : 


THÉORÈME Il. — Une condition nécessaire pour que cette correspon- 
dance soit continue est que l’espace soit quasi convexe. 


TaéorÈne Ill. — La condition nécessaire et suffisante pour que toutes 
les correspondances de ce type soient continues, et ceci d’une façon 
uniforme relativement à « d'une part, à l’ensemble E d'autre part, est 
que l’espace soit uniformément quasi convexe. Le module de quasi-con- 
veæité et celui de continuité sont alors égaux. 


Lorsque cette correspondance est continue, il sera assez naturel de 
dire que les sphéroides sont des « fonctions » continues de leur rayon ('). 
Le théoréme III peut alors s’énoncer : 


lHéoRèME HL bis. — La condition nécessaire et suf fisante pour que tous 
les sphéroides d'un espace soient des fonctions continues de leur rayon, 
ER PR CT Oe Oe ER ETE ae aR EE Fe IOS 


(') Sur ce sens du mot fonetion. wor mes Notes aux Comptes rendus, 196, 1933, 
p. 1769. et 200, 1935, p. 1898. 
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et cect uniformément par rapport aux centres et aux rayons, est que 
l’espace soit uniformément quasi convexe ('). 


CHAPITRE VIII. 


LES SUITES DE SPHÉROÏDES DANS UN ESPACE COMPACT ET QUASI CONVEXE (suite). 


99. Nous venons d'étudier, au point de vue de la convergence, des 
suites de sphéroïdes de centre fixe et de rayons variables; nous nous 
proposons maintenant de compléter cette étude par celle des suites de 
sphéroides quelconques. Nous supposerons dans ce Chapitre que 
l'espace & est compact en sot et quasi convexe. Ainsi nous n’aurons pas 
à distinguer (compacité) entre convergence métrique et convergence 
topologique, non plus (quasi-convexité) qu'entre sphéroïdes fermés et 
sphéroides ouverts, puisque dans les questions de convergence il est 
indifférent de considérer les ensembles ou leurs fermetures. 


I. — Sphéroïdes de centre variable et de rayon fixe. 


60. Étant donnée tine suite d’ensembles \E,', nous désignerons 
comme il a été dit plus haut par 


les divers ensembles limites attachés a cette suite (notation du Cha- 
pitre précédent), et par 


CRE AT PA ticle. ner a: ty hee 


les ensembles analogues attachés a la suite ; (E,), des sphéroides de 
rayon « centrés sur les ensembles de la premiere suite. 

Les sphéroides de rayon z ayant pour centres I, S, L, «1,8, # seront 
oe ee eee — 

(1) J'ai donné dans Ja deuxième des Notes citées ci-dessus wr énonce à peu près sem- 
blable avec un principe de démonstration que j'ai depuis reconnu être faux. Cette 
démonstration s’appuyait en effet sur un théorème de M. Kuratowski qui ne serait appli- 
eable que dans le cas où l’on supposerait compacts tous les espaces tels que Sr. Or la 
démonstration de vette compacité s'appuie sur le fail que la continuité est déjà démontrée, 
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d’après une notation déjà indiquée, désignés par 


I,, Sz, L,, Ja Sa, as 
\ 


Nous supposerons dans ce qui va suivre «#0. 


61. Tutorime I. — On a toujours 


LE Ja 1*C 9. 


Comme IC la première de ces inégalités résulte de la propriété b 
des sphères généralisées (n° 39). La dernière est banale, la limite 
restreinte d’une suite étant toujours contenue dans sa limite topolo- 
gique inférieure. Il reste donc à démontrer que 


SacI. 


Soit mun point de J,. Il existe dans J un point uv. tel que 


pm = a%< a. 


Soit< un nombre positif arbitrairement petit et inférieur à à —«,. 
Dans le spheéroide ouvert de centre yu. et de rayon ¢, il y a des points 
de tous les E,, sauf peut-étre un nombre fini. Ces points seront aussi 
dans la sphère s(m, «) en vertu de l'inégalité triangulaire. Le point m 
appartient donc à tous les (E,),, sauf peut-être un nombre fini; il appar- 
tient donc à 1*. COEUR, 


62. Tueorime I]. — On a toujours 


SC Sa SCSI S 


— “x. 


La première et la troisième inégalités sont triviales. Il reste donc 
a démontrer : 


£400 52; 
Soit » un point de S,. Il y a donc dans S$ un point p. tel que 


PUM hy << a5 


soit < un nombre positif arbitrairement petit et inférieur à A— a3 
il y a dans s(u.,¢) des points d’une infinité d’ensembles E,; soit Pi 
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celui de ces points qui appartient à E,, ona 
MPi < % +E <a, 
ce qui prouve que m appartient a (E,.),, m appartient donc a S*. 


ro = Fe 

La démonstration de ce fait présente un intérêt tout spécial, car les 
hypothèses de compacité et de quasi-convexité inutiles dans les rai- 
sonnements qui précèdent vont apparaître ici explicitement. Pour bien 
mettre en évidence le rôle de la seconde, nous procéderons par étapes. 


a. Ona S$,  S*, et par conséquent, S* étant fermé, 


Sy C S%— S$, 


b. Soit m un point de S*. Étant donnée une suite | ¢;} de nombres 
positifs tendant vers zéro, il existe une suite de points mm; tels que m; 
appartienne à (E,,), et que l’on ait 


INIMN;< E;; 


au point m; correspond dans E,, un point p; tel que 
Mi Pi Q, Mpi Za + Ej, 


l'espace étant compact, ces points p; ont au moins un point d’accumu- 
lation p, qui appartiendra, d’après sa définition, aS, et pour lequel, 
d’après la continuité de la distance, 


mp SY. 


Il résulte de cette inégalité que m appartient à la sphère fermée 53. 


On a donc 
ot Sas 


c. L’espace étant quasi convexe ('), on a 


(2) Si l’on supprimait cette hypothèse, tout ce que l’on pourrait affirmer serait que la 
limite topologique supérieure de la suite des sphéroides serait comprise entre la ferme- 
ture du sphéroide ouvert et le sphéroïde fermé ayant pour rayon à et pour centre la 
limite topologique supérieure de Ja suite initiale. 


6 # 
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on en déduit 
PES. puis, en vertu de a. Pha U. Q. Fads 


Remarque. — S* est compris entre S, et-S*, donc sa fermeture coin- 
cidera avec Ja fermeture commune de ces deux ensembles, c’est-a-dire 


avec 35%. 


63. La relation que nous venons de démontrer peut s’énoncer à part 
sous la forme suivante qui fera mieux juger de son importance : 


Tuéorème I. — La limite topologique supérieure d'une famille de 
sphères généralisées de rayon «, centrées sur les ensembles d’une suite | E,, }, 
coincide avec le svhéroide fermé de méme rayon centré sur la limite 


topologique supérieure de la suite. 
Ou encore : 


Le passage a la limite topologique supérieure et l” opération sphérique 
Jermée sont permutables. 

Ce théorème n'a pas d’équivalent en matière de limites inférieures ; 
nous nous trouvons en présence d’une rupture assez inattendue de la 
symétrie entre les deux sortes de limites, rupture qui, sous les hypo- 
thèses indiquées, assure aux limites supérieures une suprématie 
curieuse sur les limites inférieures. 


En remarquant que l’on a 
Jr Ca JC Se, 


on peut grouper dans le tableau suivant certains des résultats précé- 
dents : 


Supposons alors que la suite | E, ! converge vers une limite topolo- 


gique #. On aura done 
RER 
d’où 


et 
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en tenant compte de ce que J* et S* sont fermés, on en déduit 


als, = Si S*— P,. 


L’égalité de J* et S* montre que lasuite(H,), est, elle aussi, conver- 
gente; on voit en outre que sa limite est le sphéroide fermé de rayon x 
centré sur la limite de la suite E,. Ainsi : 


THÉORÈME IV. — Les sphéroides de méme rayon centrés sur les ensembles 
d'une suite convergente forment aussi une suite convergente. L'opération 
sphérique fermée et le passage à la limite sont alors des opérations per- 
mutables. 


Cette dernière partie du théorème, une fois la première partie 
admise, n’est d’ailleurs qu’une application directe du théorème II. 

Remarquons enfin que I*= $?, c’est-à-dire que les limites de Borel 
de la suite des sphères ont la même fermeture ('). 


65. Remarque. — Avec les conventions adoptées au Chapitre précé- 
dent, les énoncés IIL et IV gardent un sens pour les sphéroides fermés 
de rayon nul; ils restent d’ailleurs exacts car ils expriment ce fait 
classique que les limites topologiques ne sont pas changées si l'on 
ferme tous les ensembles de la suite. Ceci nous conduit à adopter les 
nouvelles conventions suivantes : 


BAR 
oo a. 
LEA 
66. Exempce. — Étant donnés deux axes rectangulaires Oz, Oy, 


es ; I : : 
E, sera le segment de longueur unité, d’abscisse Le défini par 


I 
= (oS y $1). 
i SJ 3 


La suite | E, } est convergente topologiquement et a pour limite le 
segment 


Lo (oS y S81). 
wa SS ME LS SE EE EE RES EEE GE mee 
(1) I n'en résulte pas forcément que ces limites coincident (ar la note de la page 


suivante ). 
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(E,), sera formé d'un rectangle prolongé par deux demi-cercles, 
comme le montre la figure (il est indifférent de considérer cette figure 
comme fermée ou non). 

On vérifiera aisément que : 


s 


1° &, est constitué par la figure EFGHIJ, pourtour non compris ; 


Fig. 4. 


2° L* est constitué par la même figure, mais cette fois avec la moitié 
de droite JEFG du pourtour ('); 

3° 2 existe et est formé de la même figure munie de la totalité de 
son pourtour; 


/ 


4° £, et L* coincident avec £*. 


II. — Continuité des ensembles limites. 


67. Les ensembles limites 1%, S*, L*, J*, S*, £* d’une suite de sphé- | 
roides du type précédent dépendent du paramètre a. Mais S et £ sont 
des ensembles fixes et nous avons vu au Chapitre précédent que Sz 


(1) Il ne faudrait pas en conelure que L% existe toujours lorsque la suite E, converge. 
Si, dans Pexemple ci-dessus on donnait aux segments A, By des abscisses alternativement 
positives el négalives de manière à approcher AB à la fois par la droite et par la gauche, 
I* serait formé de la figure sans son pourtour, et S* de la figure avec tout son pourlour, 
de sorte que L® n’existerait pas, mais 1% et S* auraient la même fermeture &. 


LES ESPACES METRIQUES QUASI CONVEXES. 67 


et £5 sont des fonctions continues de l'argument «, l’espace étant 
compact et quasi convexe. En confrontant ceci avec les résultats du 
paragraphe précédent nous pourrons énoncer les théorèmes 


luéorÈme 1. — La limite topologique supérieure d’une suite de sphé- 
roides de rayon fixe a est une fonction continue de «. 


Tuéonème Il. — Une suite de sphéroides de rayons « centrés sur des 
ensembles dont la suite est convergente, converge vers une limite fonction 
continue de a('). 


Remarque. — Ces deux théorèmes restent valables à droite pour la 
valeur o de a. Cela résulte des conventions faites à la fin du para- 
graphe précédent. 


68. Nous n’avons jusqu’à présent, dans le cas où la suite n’est pas 
convergente, aucun renseignement analogue pour la limite inférieure. 
Nous allons montrer que 


TnéorÈmE II]. — La limite topologique inférieure d’une suite de 
sphéroïdes de rayon « est une fonction de « continue à droite pour toute 
valeur positive ou nulle de a. | 


Nous entendons par là que si la suite 
Lane An. sie Oly 
a pour limite a,, la suite | J**} converge vers l’ensemble J*. Nous le 


démontrerons d’abord pour «, = o (avec la convention J°= J). 
En premier lieu on a 


EN RE ES OO CPP EP 
ce qui montre que : 


1° La suite { 4*} étant monotone est convergente ; 
2° Sa limite contient J. 


(1) On peut méme dire sans rien supposer sur la convergence des centres : Une suite 
convergente de sphéroïdes de rayon x « pour linite-une fonction continue de a. La 
limite de la suite se confond en effet avee sa limite supérieure et il suffit d'appliquer le 


théorème I. 
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Il reste donc à démontrer que cette limite est contenue dans J; il 
suffira pour cela de prouver que la limite supérieure est contenue 
dans J; c’est-a-dire que si l’on se donne une suite quelconque de 


points 
L'; € ele. 


tous les points d’accumulation de cette suite appartiennent a J. 
Soit x un tel point d’accumulation; la suite | «;} ayant pour limite oet 
la suite {æ;} ayantæ comme point d’accumulation, il sera possible de 
trouver un indice z, tel que l’on ait simultamément 


£ 
Li, X <— 3? 


é 

A 3? 
< étant un nombre positif arbitrairement petit. 

Mais dire que x, appartient à J*, c’est dire qu’il existe un nombre N 

tel que pour n<N, il existe dans (E, ):, au moins un point m, tel que 


e 
© 
— 


Li, Mn < 3 
Il existe alors dans E, un point p, tel que 


é 
Mann << Hi, = Fe 


et l’on a 
L'Pn LL, + TiN + My Pn E. 


Ainsi, étant donné :, on peut déterminer N tel que dans tout ensemble 

E, d'indice supérieur à N se trouve un point distant de x de moins des. 

C'est dire que + appartient a J. CG. Q.F. D. 
Venons-en maintenant au cas général a > o. 


On verra comme plus haut que | 4%} converge vers une limite D J*. 
Il reste done à démontrer que 


LE JU 


— € 


Soit donnée une suite décroissante | 3, ! de nombres positifs tendant 
vers 0. On peut, en vertu de la quasi-convexité uniforme, déterminer £; 


LES ESPACES METRIQUES QUASI CONVEXES. 69 


tel que, quel que soit n, 
: (En are; € (En) 09,3: 
Il en résulte 
FOES 0,8 


i 
= ? 


la notation 3% * ayant un sens évident. 

Soit «, le plus grand nombre de la suite {a;} inférieur à a+ ¢,. 
Soit de même «; le plus grand nombre de cette suite inférieur à la fois 
aa, + <¢,etaa,_,. Nous aurons 

IMC Indi 


et, par conséquent, 
LC lim Jo 


la limite du second membre existe en effet, car la suite | 3% À} est du 
type étudié dans la première partie de la démonstration. J*”* est, en 
effet, l’ensemble 4% relatif à la suite {(E,),,}. D'après ce que nous 
avons vu, la limite de J*”* sera l’ensemble J*. On a donc bien 


ate) os C. Q.F. D. 


COROLLAIRE. — J* ne peut être vide que st tous les J* à partir d’un 
certain rang sont eux-mêmes vides. 


En effet, l’espace étant supposé compact, la suite convergente | J*"} 
d’ensembles non vides ne pourrait avoir une limite vide. Cela résulte 
d’ailleurs aussi directement du raisonnement employé pour le casa =o. 

Remarquons enfin qu’en général «ÿ* n’est pas continu à gauche. En 
effet si a’< a, ona 

Sha eed Nes 

La limite topologique d’une suite | J*{, où x; tend vers a) à gauche 
est donc au plus égale à I* et par conséquent ne saurait, dans le cas 
général, atteindre 3*. (Il peut même se faire que I* soit vide, J* ne 
l’étant pas.) 

69. Continuité des limites de Borel. — Pour la limite complète, 
comme pour la limite (lorsqu'elle existe), on a le théorème : 

Tutorime IV. — La fermeture de l’une ou l'autre de ces limites est une 


fonction continue de «. 
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Cette fermeture se confond en effet avec la limite topologique de 
même espèce de la même suite. 

Pour la limite restreinte, il me semble très probable que sa ferme- 
turel* soit continue à gauche, mais on se heurte pour le démontrer a 
des difficultés beaucoup plus considérables que pour la continuité a 
droite de J*; je ne suis pas parvenu à les surmonter. 


III. — Suites de sphéroïdes quelconques. 


70. Soit maintenant une suite 
(1) | f(En)an} 


de sphéroides dont les centres et les rayons sont a la fois variables. 
Designons respectivement par S et & les limites supérieures des 
suites {E,}et (1). Supposons enfin que la suite des nombres &, con- 
verge vers le nombre positif a. 


THÉORÈME |. — On a 


22%) 


4 


À 
di a 


En supposant toujours l’espace compact en sot et quasi convexe. 


Soit une suite de nombres positifs tendant vers o; 


Kinde Basta ahs lies 


1° D’aprés les résultats du paragraphe 56, les sphéroides de centre 
fixe, dont. le rayon tend vers une limite «, convergent uniformément 
vers le sphéroide de même centre et de rayon «, le module de conver- 
gence étant égal au module de quasi-convexité. On pourra donc, à 
condition de rendre «, assez voisin de «, faire en sorte que l’on ait 


(4) REA Ms Œya]< 


ceci quel que soit p et en particulier pour p == ». La suite a, converge 
vers a. Il existe donc un nombre N° tel que l'inégalité n > N° entraine 


LES ESPACES METRIQUES QUASI CONVEXES. 


71 
l’inégalité (4); notons que celle-ci est équivalente aux deux suivantes 


(Ep)an& (Ep), 
(4°) 


m 


i) 


w| 


(Ey)a CE). 


19/1. 


2° D’aprés les résultats du paragraphe 63, nous savons que la 
suite {(E,).} a pour limite supérieure S,.On pourra donc déterminer 
un nombre N; tel que l'inégalité 
n> N; 
entraine 
(5) (ES, 


? 


c’est la une propriété classique des limites supérieures. 


3° Enfin, et pour une raison analogue, on pourra déterminer N° tel 
que 


n> N; 
entraine : 
(En )an € Xe; 
En prenant 
n> max(N;, Ni, N°), 
nous aurons (') ns af 
(En)a, € (Er), wae. Ei a € Sos 
215 299 
(En )a L(E) BS Xe, gj SZ 


Il résulte de ces inégalités que, quel que soit z, on a 


xX =lim. top. ( Eyes 
So top bale CEA 
d’où 


ZClimS,s= Se; 


1== 


s,Chme, ==; 
Jess 00 
et enfin 


DER 


PR OT ES PORN, a en re cee ee iS en 
(1) En appl.quant les propriétés 6, c, e, des sphères généralisées. 
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71. Torte Il. — Si {E, } converge vers une limite 2, {(En)z,} con- 


verge VETS La. 


D’aprés le paragraphe 64, la convergence de {E,} vers © entraine 
celle de {(E,),} vers #,. On peut donc trouver N, tel que n>N, 
entraine 

[Es 2a] < À, 


e étant un nombre positif arbitrairement petit. 
D'autre part, «, tendant vers «, on peut, comme dans la démonstra- 
tion précédente, trouver N, tel que n > N, entraine 


[(E ans (En): | LEA <. 
Pour toute valeur de » supérieure à la fois à N, et à N,, en appliquant 


l'inégalité triangulaire, on aura 
Leo ya ry < €; 


ce qui démontre bien le théorème énoncé. 


IV. — L'espace des sphères d’un espace métrique. 


72. Le théorème II du paragraphe précédent montre que, pour 
qu'une suite de sphéroides converge, il suffit que les suites des centres 
et des rayons convergent séparément. Or, l’espace des sous- 
ensembles de T est compact d’après les hypothèses faites (théorème à 
la fin du n° 52). 

Ainsi, étant donné une suite quelconque de sphéroides, on pourra 
en extraire une suite partielle dont les centres convergent. De cette 
suite partielle, on pourra en extraire une autre dont les rayons con- 
vergent. En d’autres termes, de toute suite de sphéroides, on peut 
extraire une suite partielle convergente. La limite de cette suite par- 
tielle est d’ailleurs elle aussi un sphéroide. On voit que : 


L'espace = dont les éléments sont les sphéroides, distanciés par la dis- 


tance de Hausdorff, d'un espace X métrique, compact et quasi convexe, 
est luë aussi compact en soi, 
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Si l’on suppose simplement que & est compact à distance finie, de 
toute suite de sphéroides uniformément bornés, c’est-à-dire, de toute 
suite bornée d'éléments de X, on pourra extraire une suite conver- 
gente, dont la limite appartient à Z, en d’autres termes, © est lui aussi 
compact a distance finie. 


73. Considérons enfin l’espace Z, produit topologique de Y et du 
segment (0, + æ) de l’axe des «. A tout élément de Z correspond 
évidemment un élément et un seul de © et nous venons en somme de 
démontrer que sous les hypothèses de compacité et de quasi-convexité, 
cette correspondance est continue. 

Il serait intéressant d'étudier la correspondance inverse qui, elle, 
n'est pas univoque, car un sphéroïde donné possède une infinité de 
rayons et, même pour un rayon donné, une infinité de centres. Nous 
verrons dans un prochain travail, comment parmi ces centres, il en 
existe de privilégiés et comment on peut distinguer, parmi les rayons 
celui qui est le plus grand possible. Une fois la correspondance inverse 
ainsi réduite, il sera possible d'étudier sa continuité et de la démon- 
trer, sous certaines restrictions, où la quasi-convexité vient encore 
jouer son rôle. 


APPENDICE. 


I. — Un espace convexe, mais non quasi convexe ('). 


Soit un espace métrique quelconque que nous supposerons en 
outre compact à distance finie et convexe au sens de Menger (et par 
conséquent pleinement convexe. Voir Chap. IIl) (?). Nous désignerons 
par ab la distance des deux points a et b selon la métrique propre à cet 


espace. 
Considérons la sphère ouverte S de centre O et de rayon R (nous 


(!) Pai donné cet exemple (pour le cas où Æ est un plan euclidien) dans ma Note : 
Sur la notion de distance (C. R. Acad. Se., t. 200, 1935, p. 1646). 

(2) On peut par exemple supposer, comr:e dans ma Nole citée, que &X est un plan 
euelidien: C’est ce que nous ferons plus loin quand nous voudrons par des figures donner 
une idée plus concrète d’un espace de cette sorte. 
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désignerons par S la sphère fermée de même centre et de méme rayon 


et par Lla périsphère correspondante ). Nous allons maintenant définir 
avec les éléments de un nouvel espace YY qui différera de Æ par sa 
métrique. La distance des deux points a et b dans Y sera désignée 
par ab°. Nous adopterons les conventions suivantes : 


1° Si a et b sont tous deux extérieurs à S, ou s’ils appartiennent 
tous deux aS, on a, par définition, 


(1) ab=— ab. 


2° Sia est extérieur à S et si à appartient aS, on a, par définition, 


(2) ab — aO. 


Il est immédiat que la distance ainsi définie satisfait aux trois 
premiers axiomes de la distance. 

D'autre part, si trois points a, b, c appartiennent tous trois à l’exté- 
rieur de S ou tous trois aS, il est évident aussi que l'inégalité trian- 
gulaire est satisfaite pour ces trois points. Les seuls cas qui nécessitent 
une démonstration sont donc les suivants : 


a. aet b sont extérieurs à S, c appartient à S. On a alors 


ab=— ab, 
ac’—aO, 
be == bO. 


Or, dans l’espace Æ l'inégalité triangulaire est satisfaite pour les trois 
points a, b, 9. Elle est donc satisfaite dans Y pour a, b, c. 


3. a est extérieur aS, bet c appartiennent à S. On a 


ab=a—a0 >R, 


be — be<Ob L Ocs oR. 
On en conclut 


be’ < ac + ab, 
ac < ab® + bc", . 


ab <= ac’ + bo, 


LE bd , L a 
l'égalité étant même exclue dans les deux dernières 


relations, 
puisque ab°— ac° et que bc? 0. 


6 
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Propriétés de l'espace Vj. — Nous remarquerons en premier lieu 
qu’un point de la périsphère © ne peut jamais être voisin d’un point 
de l’extérieur de S, puisqu'il en est distant de plus de R. 

Considérons une suite m,, m,, ..., m,, ... de points tels que 


I 
On ==20 Se 
n 


a +) CL 4 . 
Si l’on considère ces points comme appartenant à &, on pourra de 


Fig. 5. 


cette suite en extraire une autre (satisfaisant d’ailleurs au critére de 
Cauchy) et ayant pour point limite un point M qui appartient forcé- 
ment à x. 

Dans Y, cette suite partielle (qui reste une suite de Cauchy) ne 
peut avoir d’autre point d’accumulation que M. Or M ne peut en être 
un point d’accumulation, puisque l’on a constamment 


1 À 
Mmi=R+-, lim Mmi—R So. 
n 


Ceci prouve que Y non seulement n'est pas compact, mais encore qu'il 
n'est même pas complet. 

Ce qui précède prouve aussi que Y n'est pas connexe. Son défaut 
d’enchainement entre un point de S et un point extérieur à S est en 
effet toujours égal à R. 

Un voisinage d’un point M de £ est constitué uniquement par des 
points intérieurs. Un tel voisinage sera par exemple (dans E,) la 
lentille comprise entre Z et un cercle de centre M et de rayon £( /ig. 0). 

Soient maintenant deux points a et 6 de &. Si ces deux points sont 
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extérieurs à S, ou s’ils appartiennent à S tous les deux, l’espace support 
étant convexe, il existera un interpoint c, qui sera interpoint aussi 
bien par rapport à Æ, que par rapport à Ÿ. 

Si maintenant b est extérieur à S et si a appartient à S, il existe 


>>, H: 
D2 


Fig. 6. 


dans &, pour le couple O, b, un interpoint c suffisamment voisin de b 
pour être extérieur à S ('). On a alors 


Ob—=Oc+ cb, 
ab=Ob, a= Oc, bc°= be; 
donc 
ab°= ac + cb; 


c est donc un interpoint dans 4 pour le couple ab et ceci prouve 
que ‘YY est convexe. 

D'autre part, si l’on prend toujours a dans S et b à l’extérieur de S, 
il n'existe à l'intérieur de S aucun interpoint pour le couple ae 
puisque c étant intérieur a S, nous avons vu que l'égalité 


ab= act + cb° 
ne peut avoir lieu. 


L'espace n’est donc pas pleinement convexe. 


Il n’est méme pas quasi convexe, puisque la distance de b à un point 
voisin de a est rigoureusement égale à la distance de b à a en suppo- 
sant toujours a et b dans la même situation réciproque. Tout au moins 
cela prouve que l’espace n’est pas quasi convexe fort mais qu’en 
revanche il possède la quasi-convexité faible. 


(1) L'existence d’un tel interpoint résulte de la pleine convexité de x. 


| OOO VO ; 
ODODE) 
OOS 1S: JO \ : 


Fri 
LV eon RE 
ese alee 
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C’est même un exemple d'espace a quasi-convexité faible ne 
jouissant pas de la propriété F (nous avons vu au Chapitre IV que la 
quasi-convexité faible est une condition nécessaire pour que la pro- 
priété F ait lieu et il est intéressant d’avoir un exemple qui montre 
qu’elle n’est pas suffisante). Si l’on considère, en effet, un point a 
extérieur à S et si l’on désigne sa distance à O par «, la fermeture 
de s°(a, x) ne coincide pas avecs° (a, a), s'(a, a) et s*(a, «) désignant 
les sphères ouverte et fermée relatives à l'espace. 

s°(a, a) est en effet formée de s(a, «) échancrée par S, sa fermeture 


est s(a, 2) échanerée par S. Au contraire, s°(a, x) est formée de la 
réunion de s(a, x) et de S. 


L'espace ne satisfait donc pas a F. On voit mème que la péri- 
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sphère o"(a, «) se compose de la réunion de § et de (a, «); ce n’est 
done pas un ensemble frontière, puisqu'il contient des points 
intérieurs. 

Les figures de la pige 77 montrent l'évolution de s°(a, r), 5° (a, 7), 
s°(a, r), s'(a,r) suivant les différentes valeurs de r. Les frontières des 
ensembles envisages sont indiquées en traits plein ou interrompu 
suivant qu'elles en font où non partie. 

On voit clairement, en passant de la figure II à la figure III, la 
discontinuité à gauche de s°(a, r) considérée comme fonction de r; de 
même la discontinuité à droite de s°(u,r) apparaît dans le passage 
de HIT à IV. 

Enfin, dans cet espace les quatre sphéroides du second ordre 


(ü)am (dar (Adam (4)zù 


ayant pour centre l’ensemble (a) constitué par le seul point a, sont 
distincts comme cela ressort de la figure 8. Aucun d’eux ne se réduit 
à un sphéroide du premier ordre. Ils ne coincident pas non plus avec 
ceux qu'on obtiendrait en intervertissant les rayons. 


II. — Un espace singulier non compact et non quasi convexe faible ('). 


Cet exemple est fabriqué suivant un principe analogue au précédent : 
pour plus de simplicité je prends un plan euclidien comme espace 
support : 

Soit le cercle C de centre O, de rayon R, a étant un point extérieur 
à ce cercle, je considère le cercle F de centre a et de rayon x, x étant 
compris entre a0 et a0 +R. 

J'appellerai X la région extérieure à C; un point de cette région 
sera désigné par la lettre x munie au besoin d’un indice. De meme Y 
sera la région commune aux deux cercles C et P et y un point de cette 
région. Enfin Z et z désignent respectivement la région intérieure à C 
et extérieure aT et les points de cette région. Tout point du cercle C 
sera considéré comme un point x. 


6? For n° 30. 
*# 
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La distance euclidienne de deux points m et n est mn, leur distance 
dans le nouvel espace mn’ est définie comme suit : 
idee hehe; . 


NIVI=INI 


3,29 2, 22, 


wy=2z0> FR; 
HE 
PRES TN: 


Il reste à considérer les points f de l’arc ouvert KL du cercle I’. Nous 


x 


Fig, 9. 


les assimilerons à des points y sauf un, le milieu I del’arc KL qui sera 
considéré comme appartenant a Z. 

On démontrera aisément, comme dans le premier exemple, que la 
distance ainsi définie satisfait aux quatre axiomes de la distance. 
Etant donné ce qui a été vu dans le premier exemple, les seuls cas qui 
demandent une démonstration nouvelle, d’ailleurs trés aisée, sont 
ceux où l’on a deux points y et un point z, ou bien deux points 3 et un 
point y. 

Cet espace comme le précédent est non compact, non complet, non 
connexe et non quasi convexe au sens fort, il n’est méme pas quasi 
convexe au sens faible. En effet, un voisinage de 1 ne se compose que 
de points de Z et pour tous ces points, sauf pour I lui-même, ona 


az > al, 
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l'égalité étant exclue. La distance de a à un point variable de l’espace 
considéré passe donc par un minimum strict au point I. L’anomalie 
que nous avons signalée après avoir démontré la deuxième partie du 


théorème II au Chapitre IV se présente ici. ‘La sphère s°(a, al) est 


Fig. 10. 


non connexe, le point I en formant un constituant, mais si peu qu’en 
augmente le rayon on obtient une sphère connexe; il apparaît en effet 
aussitôt une bande de points le long de KL et c’est cette bande qui 
assure entre le voisinage I et le reste de la sphère, une liaison qui ne 


pouvait être assurée par les points de KL | bien qu'ils fassent partie 
de s(a, al)|, puisqu'ils ne sont pas « voisins » de 1. 


III. — Rectification à la démonstration du théorème fondamental (§ 41). 


Il suffit de démontrer que l’on a toujours 
Eg ¢ Es: 
Soit p un point de E;; s’il appartient a E,, il appartient évidemment 
a E, : s’il appartient à E;— E,, on aura 


Cp, Hi) == x; 


et par conséquent, pour un point quelconque m de E, 


pm2a. 


Soit (0) le module de quasi-convexité uniforme, et donnons-nous 
une suite de nombres à, inférieurs à « (ce qui suppose «a <o) et 
tendant vers zéro. Posons ¢(0;) =¢;. A chaque ¢; faisons correspondre 
un nombre positif <, qui lui soit inférieur. Il existe dans E une suite 
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de points m; tel que 
a yp =< het é.. 
En vertu de la quasi-convexité on pourra trouver une suite de 


points p; tels que 
PPi< ds 


Mi: Pi & + E— EX À, 


ce qui prouve que p papartient à E,. 


$$$ 


SURFACES 
ADMETTANT PLUSIEURS RÉSEAUX DE TRANSLATION, 
RÉSEAUX CONIQUES 


Par M. Bertrann GAMBIER. 


{. Introduction. — La recherche des surfaces qui possèdent 
plusieurs réseaux de translation constitue un probléme difficile. 

Sophus Lie, le premier, a résolu la question dans un article publié 
aux Archiv for Mathematik og Naturvidenskab à Kristiania (actuelle- 
ment Oslo), 7, 1882, p. 155-176; les calculs sont assez compliqués 
mais aboutissent à un résultat fort simple, et Sophus Lie retrouve un 
critérium, nécessaire et suflisant pour qu’un point décrive une courbe 
algébrique plane de degré donné arbitrairement; eritérium donné au 
même tome de ce recueil par Elling Holst (p. 109-114). Dans une 
courte Note des C. R. Acad. Sc. (At9, 1892, p. 277), Sophus Lie fait 
observer qu'il n’avait pas songé à utiliser le théorème d’Abel ('); ce 
théorème fournit, d’une façon évidente, des surfaces possédant deux 
ou  ‘ réseaux de translation; la question difficile est de montrer que /es 
surfaces de cette nature sont toutes données par le théorème d’Abel et 
c'est ce que l’article de 1882 avait établi; Sophus Lie passe ensuite 
aux surfaces analogues de l'espace à quatre dimensions dans un 
nouvel article publié aux Berichte de Leipzig (49, 1897, p. 181-248). 

Poincaré s’est occupé incidemment de la question, à propos des 


(:) Ilest d'ailleurs assez eurieux de tire un nouvel article (Elling Holst, faisant suite 
à celui de Sophus Lie (p. 177-178 du même recueil, où Elling Holst montre que ce eri- 
térium, exposé pages 109-114, revient au théorème d’Abel). 
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{ 

fonctions abéliennes (Journal de Mathématiques, 5° série, t. 4, 1895, 
p- 219-314), puis délibérément au Bulletin de la Société Mathéma- 
tique, 29, 1901, p. 61-86; il s’agit pour Poincaré d’aboutir au résultat 
fondamental trouvé par Sophus Lie : les surfaces générales de l’espace 
à trois dimensions admettant deux réseaux de translation fournissent 
des courbes de translation dont le cône directeur des tangentes est algé- 
brique et du quatrième ordre (le méme d’ailleurs pour les quatre systèmes 
de translation). La discussion est présentée sans calculs, et fait appel 
à des notions assez délicates de la théorie des fonctions, algébriques 
ou non, mais analytiques. 

Darboux résout la question par une voie originale; la démonstration 
est très courte, d’une rigueur parfaite, mais quelque peu mystérieuse 
(Théorie des surfaces, t. 1, 2° édition, p. 151-161); Darboux a eu l’idée 
de se servir, au moins transitoirement, des deux paramètres définis- 
sant les coordonnées tangentielles du plan tangent. 


Les méthodes rappelées ne semblent pas pouvoir se généraliser 
aisément pour les surfaces admettant plusieurs systèmes conjugués 
formés de lignes coniques (courbes de contact d’un cône circonserit) : 
une surface peut posséder 0, 1, 2,3,æ' (et même w*) réseaux de cette 
espèce. Je vais donc proposer une méthode nouvelle qui s'applique 
aussi au nouveau problème. Elle consiste, comme celle de Sophus Lie 
en 1882, à exprimer que deux équations linéaires aux dérivées 
partielles du second ordre ont une solution commune à quatre para- 
mètres; la fonction inconnue est l’une des coordonnées cartésiennes ; 
Sophus Lie la détermine en fonction des deux autres coordonnées 
cartésiennes; dans la méthode proposée ici, les variables indépen- 
dantes sont les paramètres curvilignes du premier réseau de transla- 
tion, puis ceux du second. | 


J'indiquerai enfin brièvement la façon d'appliquer cette méthode 
aux réseaux coniques. 


2. Systèmes d'é i bOfa aus iieiA by i 
\ 4 quations pe rs Er "En à ayant une solution 
commune à quatre paramètres. — Une surface (3,, 3., 3,), rapportée 


à un système d’axes rectilignes quelconques, possédant deux réseaux 
de translation de paramètres curvilignes (a, y}, (u, ¢) fournit mani- 
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festement une solution az,+ bz,-+-cz, + d (a, b, c, d constantes 
quelconques) commune aux deux équations 

; 2% d?z 
@) dxdy ude 
et réciproquement. Bien entendu, comme la forme d’équation, s —, 
ne change pas quand x est remplacé par un nouveau paramètre x, 
fonction de a, et y par une fonction de y, de y, nous écartons le cas 
où u serait fonction d’une seule des deux variables (x, y), v étant fonc- 
tion de l’autre seule. On doit écarter aussi le cas où u serait fonction 
de x seul, ¢ étant fonction de x et y simultanément : car la direction de 
tangente x = const. coinciderait avec la direction u = constante; cette 
direction aurait deux directions conjuguées différentes (y — const., 
e— const.) de sorte que la surface serait développable; étant de . 
translation, elle est un cylindre, d’ailleurs arbitraire. 

Nous écrivons donc 


F2) ou! Ou nt Gee 
. Ps _ Ox Ox dy dy |, dx dy 
ik Oudv "Ou ov Ale “baht du ov LE x Ou dv ae T Qu dv 


(p, g, 7, 5,¢ sont les notations de. Monge et d’Ampére; P, Q, R, S, T 


désigneront les dérivées analogues : 


lg 3 d?g ; ds Oz ). 


Nous avons deux problèmes successifs à résoudre : 


° Trouver un système (où ni A ni B ne sont nuls) 


(4) $0; Ar+Bt+ Cp+Dq=o0 


ayant une solution à quatre constantes, 


az,+ dbz + cs, + d. 
Au lieu d’écrire 


Eig, OV Peon). Oe ae Sso Nyt Y3, 
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nous emploierons les notations plus commodes pour la suite 


(5) a= fx dx +f Yay, n= |X, dx + y. dy. Es = REY; 


de sorte que la courbe de translation (æ variable, y constant) admet 
pour cône directeur de ses tangentes celui qui a pour base dans le plan 
3,;==1 la courbe (X,, X:, 1). On a 

(C+D—o) 


(6) 


AX’ + BY, + €(X,— Y,)=0 
AX, + BY", + C(X = ye 


et nous pouvons, fixant le coefficient de proportionnalité, écrire 


dés Ap. AAAS tahoe ss og” 
(7) B— X,(™%4— ¥,) — XXe Y:), 
Ui De PS à Ge 


Cette première question est donc immédiate. (Nous remarquerons 
les identités C==— A,==B,.) 


2° On doit ensuite chercher à particulariser les fonctions inconnues 
X,, X: de æ, Y,, Y, de y, de sorte que l'équation 


(8) Ar+ (2, 9)s + Be+ Clip —q)=0, 
où À est une nouvelle fonction inconnue, soit réductible à la forme 


d?z 


—— =o. On écrit 
du ds 


et l’on obtient aussitôt le système 


” (5 y- à du du wi (Se) à A 
(E) dr dx Oy dy 
A du + du ~ poe ss cou a3 p 2% on 
On dx Oy Oy* Ox oy 4 
0e deudn { 0v \? 
it a(S) on ids. BS) re 
AUS d?s OEM Ov Ov 


+] 


+ À a - — = 
dx? dr OY Oy? = ot oy 
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Nous évitons un calcul irrationnel en posant 


À B du Ou 0 de 
(9) h+k=— 2 Rk= — on ET OE 
9 A’ an ace: Be DC HR L 
On a donc 
Fu DRE dh du du dus. Ohdu 
Ox? (Oxdy — dx Oy’ Oy?  @Oxdy” ay dy’ 


de sorte que les deux équations du second ordre qui figurent dans (E), 
(E, ) se raménent à la forme simple 


dh an oh C «D 
dx” “oy AT 
| Q he Ok C 


(10) 
D 
A Foy À TA 


Par addition ona l'équation rationnelle 


(11) (5) +() +<(%) 24 =e 
heme oo AN A A 
Il est clair qu’en échangeant les rôles de (x, y}, (A, B), (C, D) on 
aurait de méme 
i Oe Gee 
Bias By De B 
D’ailleurs, ces échanges remplacent k par 1 /h et Æpar 1/#; en multi- 
pliant les équations (10) respectivement par 1/#h° et 1/hk?, puis ajou- 
tant, on obtient (12). En se rappelant C—=— D=— A,=B, on peut 
écrire (11), (12) sous l’une des deux formes 


2 Ay. J oA». 3 
EIN Ain ee } "À (x) aay NS ou ee = A,+3A,,.. 


A 
: 2 B, {AS § 2 
MoN Ay Zi —B (i ) 40h; ou pe 


Réciproquement, à toute solution éventuelle À des deux équations 
Gb) (12) correspond un nouveau réseau de translation u = const., 
e— const., dont les courbes sont évidemment les courbes intégrales 
de l’équation 


(13) A dy? — à dx dy + B dx =o. 
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Il est important de montrer dès maintenant que ces courbes intégrales 
s'obtiennent en termes finis quand À est obtenu. En effet, il est bien 
clair que u, peuvent être remplacés chacun par une fonction de uy 
ou ¢ respectivement. Nous pourrons donc écrire, si À est obtenu, les 
formules analogues a (5) 


(5’) s=— fu, du — fv dy, 2 fu. du [var 53=— u—?, 


de façon à avoir les relations, de forme symétrique par rapport à 
chacun des quatre systèmes de translation 


| fx de + fvidy + fu, du + [ dv =0, 


(14) | [Xede+ [ray + [Urdu +f V.de=o, 
Bits Ye en rte PI oo Os 
Un premier avantage est de prouver que les surfaces nouvelles 


( [Xae+ [U,du, [X.ax +f U,du, z+ u) 
Ca 
(fXiae+ fvide, [X.de+ [Vede, z+ °) 


sont, elles aussi, dotées de deux réseaux de translation : il est inutile 
de parler des surfaces telles que ; 


( fu du + [vid [Urdu + [ V.de, Fr e), 


qui dérivent des surfaces signalées par simple symétrie relativement 
à l’origine. Quand x, y sont donnés, les trois équations (14) aux deux 
inconnues (4, 6) sont compatibles et fournissent (uw, ¢) en fonction de 
(æ, y). En dérivant partiellement en x ou y on obtient 


et 


a du dv du 93,00" 
Oa Seg eee” Gel Ga ate 
équations qui jointes à 
Ou, du Ov Ov 
h = À — À dv’ 


Ow dy 
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donnent sans peine 


du k-1 de 1—h du h(k—1) av k(1—h) 


1) = — Er ee AT fe HP op 
gh) OP REISS Oy VRP Oe RO BK) Oe Shek 
On a de même par différentiations de la première (14) 


F) ov , 
os OPEN CA AT EURE dl af 
ie oy A 


d’où l’on déduit 


X TU AE L k 3 a—ATS, Ci id 
ee ee 
1— À 1— 1—k 1—h 


Donc les courbes u — const sont obtenues en termes finis par 
l'équation X, — 4Y,==0(1—&) où p est une constante arbitraire (ou 
par l'équation X, — kY, = p'(1 — #) où p'est une constante arbitraire). 
Quant à u lui-même, il est calculé par.une quadrature de différentielle 
totale, et enfin ¢ est égal à —(æ+y+u). En mème temps on voit 
que le point (U,, Us, 1) est le point y qui divise le segment «8 dans le 


rapport 4; « est le point (X,, X,, 1), 8 le point (Y,, Yo, 1) et ai 
Y 


ce fait que les points «, B, y, à sont en ligne droite est évident, si l’on 
songe que les tangentes aux quatre courbes de translation issues d’un 
point de la surface sont dans le plan tangent en ce point, mais nous 
avons eu en même temps l'interprétation géométrique des expres- 


sions h, k. 


Voyons donc comment on peut espérer obtenir À; si l’on écrit le 
système (11’), (12’) sous la forme abrégée 
HA ER ae EC 
on a, en égalant (A,.), et (À,)., 
(17) (Hy He 42 Ky KR. 1K, <I K =o, 


de sorte que nous avons à discuter deux cas éventuels : 


a. le cas d’intégrabilité complète, 


(18) HS Ajo Ke HR 11) K 6; 
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b. le cas d’intégrabilité restreinte, 


cette fois H, —H,, n’est pas nul; À est fourni par l'équation du 
premier degré (17); en portant cette valeur de À dans (11) et (12'), 
nous avons deux équations de condition, nécessaires et suffisantes. 

[Les solutions du système (18) sont d’ailleurs des solutions spéciales 
du nouveau système. | 


. 2 1 
Conclusion : une surface de translation porte un, deux, ou © 
réseaux de translation. 


Or, a priori, si l’on applique le théorème d’Abel à une courbe plane 
arbitraire de degré 4, représentée par l'équation entière f(X,, X;)— 0 
et si (X,, Xo), (Yi, Ya), (U,, U.), (Vi, V2) sont les points d’intersection 
de cette courbe avec wne droite mobile, nous savons que les équations 
(14) sont satisfaites en prenant 


prs ŒX, __.dY, +, M, _ ay, 
Gig))) Pde OF , dy ab ya daz Of ; dy = “Of” 
OX, oY, ol, "OV, 


les intégrales (fx de, ITS fx) (Yay, fra. fay). Mee 


étant calculées en prenant pour limites inférieures (X°, X$), (Y?, Y}), 
(U°, US), V’, V2), quatre points pris sur une même droite fixe; le cas 
d’une courbe indécomposée ou formée d’une droite et d’une cubique 
rentre dans le cas d’intégrabilité limitée; le cas où la courbe f=o 
se décompose en deux coniques et où (X,, X.), (Y,, Y.) sont pris sur 
la même conique rentre dans le cas d’intégrabilité complète, car la 
seconde conique peut étre ensuite remplacée par une conique arbi- 
traire du faisceau ponctuel défini par les deux premières. Mais si 
(X,, X,) est pris sur l’une des deux coniques et (Y,, Y,) sur l’autre, 
nous retrouvons le cas d’intégrabilité restreinte. 

Il s’agit de montrer que ces solutions connues sont les seules. Il 
est important de signaler dès maintenant que ces solutions connues 
dépendent de dix-sept paramètres, car si les quinze coefficients de 
J(X,,X2)=0 sont homogènes, ils cessent de figurer d’une façon 
homogène dans les deux quadratures qui donnent x et y. 


La méthode que nous avons suivie nous amène à discuter deux 
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équations de la forme X£;1;:—0, où les —; dépendent de x seul, les 


ni de y seul. 


3. Cas de +' réseaux et courbes de translation gauches. — L’équa- 


: OP A La A < , 
tion H, —H,,=o donne ob log (5) — 0, d’où + = é où £ dépend 


Ban 
de x seul, de y seul; ni A, ni B n'étant nuls, il est de même pour , 
73 nous écrirons donc 


EX EX, ET LX M VX XX, XX; |. 
Le premier membre est linéaire en (X,, X,, 1), de sorte que, si l’on 
n’a aucune relation de la forme aX,-+bX,+e —o, a, b, c étant 


constants), c'est-à-dire si la courbe de translation (fx dx, [X.da.x | 


n'est pas plane, les équations obtenues en remplaçant dans (20) x 
successivement par trois valeurs numériques quelconques permettent 
d'exprimer Y'n. Y,n. (Y,Y,—Y,Y )n, considérées comme incon- 
nues, en fonction linéaire de (Y,, Y,. 1) par les formules où a, b, c 
sont certaines constantes : 


Yin=a +b Y;+c Y,, 
(21) Yon = a, =- bY ey Y,, 
(Y,Y,— YY, )qg=a.t+ bsY,+c,Y,. 


En remplaçant Y,7. Y,4.(Y,Y,— Y.Y,)q par ces valeurs dans 
(20), les deux membres doivent être égaux, ce qui fait, pour chaque 
valeur de x, une relation linéaire en Y,, Y,, 1; si l’on suppose que /a 


courbe @ke dy, [Xody. y) est elle-méme gauche et non plane, les 


coefficients de Y,. Y,, 1 doivent s’annuler aussi et l’on a 


Ke Ge CP EX 
(22) Xe b,— b,X,4- DX,, 
( XX — XN @,— 4X + @Xy. 


En remplaçant Y,4, Y,n dans la dernière équation (21) par les 
valeurs tirées des deux premières | et opérant de même sur (22) |, on 
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obtient les équations en termes finis 


| a, + (b,—a,)Y¥,+(a+e,) Y,—b,Y}+(b—c,)Y,Y¥,.+¢Y3=0, 
432) | a+(b—a)X;+(a+c)X;— D X?+(b—a)X,X,+ eX} =o. 


Ceci prouve que le cône directeur des tangentes des courbes (x) ou (y) 
est du second degré et le méme pour les deux courbes. En éliminant n 
entre les deux premières équations (21) et en différentiant (23), on a 


(a, + 6,Y,+¢,Y,)Y, —(a+bY,+cY,)Y, =o, 
[(6,—a,) — 2b, Y,+ (b—c,)Y,]Y,+ [a+ e¢,+ (b—c,)Y¥,+ 2cY,]Y,=0, 
et la comparaison de ces deux équations fournit (puisque Y, Y, 0) 
(24) b,——a,, = b, c, =a, 
de sorte que le cone directeur a pour équation définitive 


(25) a, — 2a,Y,+ 2aY,— b,Y? + 2bY,Y,+ cY¥3=o0. 


Les deux systèmes (21), (22) coincident, en vertu des relations 
(24), sauf échange de (Y,, Y:, n) avec (X,, Xo, &). 

D'autre part, si l'on fait un changement d’axes, la courbe(X,, X,, 1) 
subit une simple transformation homographique, de sorte que nous 
pouvons nous borner à la forme d'équation 


(26) Y,Y,—1=0, 


substituée à (25), car le cône directeur est supposé non réduit à un 
plan ni à deux plans; nous avons les résultats simples 


(27) 


Nous prenons maintenant les équations (11’) sous la forme 


Re B : 1! 
Ae a A(z) +2A,=2 ae A - + 2Ax, 
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et, en posant À = ¢ A’, on obtient 


p=— ml f Pee ey 
A Red à 


où A; est une fonction inconnue de y; d’autre part 


2 Lae Pe ae 
a 
On a done 
PERS 2 nn Y Frs 
oe ANR NT a 
F — 2(X,— Y,)? CA ae 
| nX,Y, iy, X?Y? 


On calculerait de même À au moyen de (12'), ce qui donnerait, avec 
une fonction X, de x, 


(28’) t= 


2 Er i I ane ARE X, 
== + 2 — 9X, + [EX 2 X | | Y ( | 
| | ë Ë | Y Dr AX 


. wand Take I 
Le premier membre est linéaire en Y,, 1, a de sorte que, en 
1 
donnant à y trois valeurs arbitraires, on a trois équations fournissant 
: ‘i X. SE, etes 
ee F 2 : — 2X,, X;X,— =e x exprimées linéairement au moyen 
S 1 
I 
de X, TI, ye 
AT Œ I ; 
de (29) sont linéaires en X,, 1, ~ et les coefficients homologues 


x, 
‘ Sie oC ee 07 ios uae 
sont égaux; on a alnsl Gas x’ A — l'A avec certaines consta S 
A ! 


les remplacant par ces expressions, les deux membres 


+ 


aes 


‘on 


; ee Ci Vas 


# 

a! + b.+ cYi, 
Y, 
Ca 

= A +a+e X;, 


~+b+6%X,, 


+a,+a X,. 


” 
1 


: . aay: Ay fe : | 
On a aussitôt Y, en fonction de Y,, puis We et; en fonction de Y, 
1 1 ' 


aussi; on en déduit 2Y,Y,, puis 


On a ainsi 
Y,=a+ bY,+ cVj. 
2Y,Y,=—a,—(a,+ &,)Y,— (a+b, + ¢.)Yi— (b+ c)Y5 —cY}, 
(Y,Y,)'=—[a@,+ (2a + b,)Y,+ (26 +¢,)¥7 + 2cY?]¥;. 


Ces trois équations sont algébriquement équivalentes aux équations 
(30) qui contiennent Y,, Y;. y; on apercoit aussitôt la condition de 
compatibitité différentielle qui consiste à dériver l'expression Y, Y, 
obtenue par ce calcul et à identifier avec la valeur de (Y,Y,)/; on 


trouve ainsi 
4, a5 


de sorte que les relations qui fournissent Y,, Y,, Y, coincident avec 
celles qui fournissent X,,X\,X, (en remplaçant y par +, sans toucher 
aux constantes). Ona | | 


Yi a+ 0Y,+eY?, 


he > a 2Y, dY, 
~ —eY}—abY? — (6,4 20) Y?— 2a,Y,—a, 


SURFACES ADMETTANT PLUSIEURS RESEAUX DE TRANSLATION. RESEAUX CONIQUES. 95 


Pour nous reconnaître au milieu des éléments donnés et des élé- 
ments arbitraires, nous remplacerons les notations précédentes par 
les suivantes : 


Cea ol ee 4 

dy == PU CEA CETTE eaves E Y,=—p—26Y,—yY}, 

aX, aX, | L 

Pt CE Cee yx EME) ETS Fe us GX, X38, 
Cy Guach SCs PU 2 bem Ae OV) + Le eee 


X2Y: 
\ +20(X,+ Y,)+e+p(X,—Y,)*], 


a, 8, y, ©, ¢ sont des constantes numériques données; 11 est une 
constante variable et à chaque valeur de \. correspond un réseau (u, +) 
particulier. 

Appelons f(a) le polynome aa*+482°+ 6%x + 4cx+e; la 
surface que nous avons obtenue est le lieu des milieux des cordes de 
la courbe gauche F 


(T) = 4 ay sb ox? pe 


En remarquant que X,X,— 1 permet d'écrire 


LA 


F(X) SXF (EX a GB Xs Oy + 0X, 2X3), 


on voit que l’on peut remplacer les intégrales [ par les intégrales 
curvilignes 


a 
| 
i~ 


dx 
RO NO LS CL LIN iL VON? 
Étant en 


a igh meek 
de corre MIT TU) 


Be 

| 

LE 
SY, 
=|S 
1 | A 


étendues au morceau de décomposition X,X,—1=o0 de la quartique 
plane, décomposée en deux coniques, 


(33) o(X Xe) = (X,X.— 1) (@X} + 4BX,+ 6y + 4ÔX:+ 2X3), 
Tt 
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intégrales mises précisément sous la forme normale 
aX, pf 2 ey eo 
ee VE VE 


Écrivons maintenant ne Ak +2k+B=0 dont les deux 


Ne 
racines sont h, #; A, À, B contiennent le facteur commun Soe 


on a donc 


Fe MDP oj. Xa — 
Lape [aXPYj+...+et p(X,— Yokes 


Le rapport >! ' peut s’écrire - = (aX; +48X,+ 6y+ 46X,+ ¢X}); on 
a donc flot 


aX? + 48X,+ 6y + 40X,+ eX} 
Sur Yi+2B(X;+Y:)+67+20(X,+Y,)-+EX,Y,+pu(X,Y,—2+X,Y;)] 
+ k*[aY} + 4BY,+ 6y + 4dY,+eY3]= 


Cette équation s’écrit (tenant compte de X,X,—1 et Y, Y,=1) 


a(X,— AY) + 48(X,— KY,) (1 — À) + 6y(1 — A) + GO(X,— KY,) (1 — À) 
+e(X,—kY,)?*+2p[(X,—AY,)(X.— AY.) —(1 —k)*]=0 


Y, X,—kY, 
Elle exprime donc que le point (U,, U.) ou es Ta) décrit 
la conique qui a pour équation 
(35) att + MBE + 6y + hd + 28} + 24 [E.E.—1] =o. 


Cette conique appartient au faisceau linéaire ponctuel déterminé par 
les deux coniques constituant 9 par leur ensemble. D'ailleurs il est clair 
que les intégrales (34) ne changent pas si l’on remplace 9 par 


P= (X,X,—1) [aX? + 4BX,+ 67 + GOX,+ €X3 + 2 p(X,X,—1)). 
D'après le théorème d’Abel, la surface obtenue est aussi le lieu des 


milieux des cordes des courbes gauches représentées par les inté- 
grales curvilignes 


(I’) if, y [Rd yee 


Yrone OEE on eee 
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étendues cette fois à la conique aX?+...+eX?+ 2 u(X,X,—1)=0. 
Ces derniers résultats s’obtiendraient aisément par une voie purement 
géométrique : on sait en effet que la surface lieu des milieux des cordes 
d’une courbe gauche TV est coupée par le plan de Vinfini suivant les 
droites joignant deux à deux les points à l'infini de T; ces points à 
l'infini de l correspondent aux zéros de f(X,); on les obtient encore 
comme points à l'infini des droites joignant l’origine aux points 
communs aux deux coniques constituant 9; done chaque réseau (uw, ¢), 
correspondant à une valeur donnée de 4, donne une courbe [, dont le 
cone directeur des tangentes est toujours du second degré et contient 
quatre droites fixes : ces cônes engendrent donc un faisceau linéaire 
ponctuel. Nous avons ainsi retrouvé tous les résultats classiques. 
L’équation A dy*— kdx dy + Bdx*=o tend vers dx dy =o, si uv 
devient infini, de sorte que, comme de juste, le réseau initial se 
retrouve bien comme cas particulier des æ' réseaux découverts. 


4. Courbes de translation planes des surfaces à ©! réseaux. — Le 
cône directeur C,, se décompose en deux plans pour trois valeurs de y. (du 
moins si le faisceau ponctuel des cônes C, a quatre génératrices de 
base distinctes, c’est-à-dire si la courbe I’ a quatre points à l'infini 
distincts); pour un tel cone dégénéré, les courbes uw = const. sont des 
courbes planes dans des plans parallèles entre eux, et de même les 
courbes 6 = const. Si donc nous avions choisi comme réseau (x, y) un 
tel réseau de courbes planes, nous nous serions trouvés dans le cas 
réservé au paragraphe précédent. Il est néanmoins utile de vérifier 
que cette hypothèse (X,, X:, 1) liés par une relation linéaire à coeffi- 
cients constants) ne conduit à aucun type ayant échappé à l'analyse 
précédente; et en méme temps cela nous donnera des indications pré- 
cieuses pour le cas d’intégrabilité restreinte. D'ailleurs, remarquons que 
les solutions trouvées au paragraphe précédent nous ont donné une 


surface (FX dx + fx dy, fxdx +f dy, x +y) aoo' réseaux, 


et en méme temps une surface 


(f Xar+ fu du, [\.dx+ fui du. v+u) 


qui a deux réseaux, et n'en a que deux, puisque les points Cig Nes) > 
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(U,,U,) ne décrivent pas la même conique (bien que chacun décrive une 
conique). 

De mème le réseau formé de courbes planes que nous allons 
indiquer ici (qui finalement se rapporte aux mêmes surfaces que celles 
du numéro précédent) nous conduit à certaines surfaces ayant sim- 
plement deux réseaux de translation, chacun de ces réseaux contenant 
une famille de courbes planes. Or Sophus Lie aussi, dans son premier 
Mémoire, a déterminé ces surfaces spéciales à deux réseaux, qui lui 
ont donné des indications précieuses sur les surfaces générales à deux 
réseaux ('). 

Nous supposons donc que nous devons discuter l'équation (20) 
déjà écrite 
(20) [Y,X,— X + Y,Y,— Y.Y, ]n=[X,..— X,Y, + X, Xi, — XX, Je, 
en supposant qu'il y ait une certaine relation aX,+ 6X,+c=o0. 

Un déplacement d’axes permet de réduire cette relation à la 
forme X, = 0; B se réduit aX, Y,, de sorte que Y, n'est pas nul (non 
plus que X',). On a donc 


(36) [eV ste OXI Yh Nek nee XY aE, 


et, en donnant à y une valeur numérique quelconque, on a 
X,E—= ax, + b. 


où a, b sont constants; = n’est déterminé qu'à un facteur constant près, 
de sorte que st a n'est pas nul, c'est-à-dire si Y!, n'est pas nulle, on peut 
supposer a=1, X,Ë=X,+b; or en remplaçant 3, par s,— bs, on 
réduit b à zéro, et, au lieu de (36), ona 


(37) OPE ee ne Van, VIN AY ON ee 


On a done Y,=aY,, où a est une nouvelle constante: mais rem- 


ee 


") Pour ce point spécial, Sophus Lie a rencontré une équation de la forme Y£;n; = 0, 
mais il a préféré discuter eette équation par une autre méthode lui faisant prévoir ce que 
Pon doit obtenir pour les surfaces générales. 


sn 
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plaçant 3, par z, — az, on réduit a à zéro. On a donc 


(38) A EX, MC VC KAY; 
frs Oba +N (sv, or 
(39) ‘ * 


POLO NE, 2 A u XX 
[2 = + ¥, (3X, — =). 


Par intégration de chacune des équations (39), ona 


; ME ? ; 4 7 
(46) REX (sv) re +) à YaXP=Y.(AS 3X! 1) XV, 
ou X,, Y; sont certaines fonctions de x ou y seul; X, et X° sont liné- 
airement indépendants (X,5<0), Y, et Y} aussi, donc on a 


3Y, — 


eer ee 
HP a 5 4 , 


= —— 24aY,— b,Y;, Lu 


Vie, Ÿ, Éuve, el die de Bea es 


— 3N,=— 2aX,— 5, Xj, 


où a, b,, b,, 1 sont des constantes convenables; X, et Y; sont ainsi 

connues explicitement ; les équations en X, et Y, s’intègrent aisément 
& 

el donnent 


(42) KS aK, KP ey KP Vy @Y, — 6, Y2 — ce, Yi. 


La surface obtenue est 
ie i dX, ; 
i PARTY NET CE 
dY, 
à) pee 


# dX, GING: 
a) Wake ER ee, eb, V3 + 0,3 


On reconnait les intégrales abéliennes classiques 


pee X, dX, xe aX, dX, 
(44) do 4 d9 ; ue) 
Ox. OX, ON, 


étendues au morceau X,—o de la quartique dégénéree 


(45) o(X,, X,) = Xi À, (a + biXi+ D X + ce Xi + c,À5) 
Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 2. es) 
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l 
© 


et les intégrales équivalentes relatives au morceau X, 


ets a wax! SX 
fi faerie re ne 
Ox, 


0 
OX, ON, 


qui fournissent respectivement les deux courbes de translation 


dX, dX, 
fax A ane x; 

(47) dy, dY. 
. rm rey fev 


qui engendrent la surface. Comme plus haut, on écrit l'équation 


ARF+ik+B=0 
ou 


(a+ 6, Y,+c¢,Y})k*-+ (pX,Y,— 5,X,— 6, Y,— 2a)k+a+b,X,+¢,X7 =0, 


) décrit la conique 


x Er 
qui exprime que le point (U, = 7e) U = AT 


qui a pour équation 
(48) + bits + bats + CE + CE? — pi, = 0. 


On a donc retrouvé une surface du type obtenu au paragraphe pré- 
cédent; le réseau formé de courbes planes est simplement un réseau 
accidentel parmi les æ' réseaux de translation. 

Pour être complet, il faut revenir à (36) où l’on supposerait Yes oi 
on peut, Y, n'étant pas nul, supposer Y,==1;0na 


A—=—Y!, pet, Ni 0, 4,1, 
puis | 
à ve D bed 
—— X' y"? Ay=— Le x’ 
(49) à D. Gs 
oars Pn, we rh, 
À X, Ÿ, ni à Y; Y 1 x at X33 
X =. 4 ay 7 ad ro 7 
s= 6,X,+ p, gr ——2aX,—b,, X,=— aX? — b,X,—c,, 
(50) sa 


Y;=6,Y,+ p, y= 24 Y,+ b, Vin @Y2+ 0, Viren 
1 


EON Tae 
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La surface est 


pis ip xa 4 Yoo, 
; HAS + bic, aYi 4b, Yite 


(51) ca [> a8 ’ 
4 aY}+b,Y;+e, 


naan f a 
TY ax? +bX+ 6, 


On peut remplacer cette surface par la surface (3,, 22, 33 — 52) puis 


faire le changement de variables X, — > Svea D et l’on voit que la 


surface coincide, sauf notations, avec la surface (43). — 
Ce calcul, entre autres avantages, rappelle l'existence du paraboloide 
comme surface w' fois de translation : dans les formules (43), en sup- 


=i I =—t I 
osant a—b,—b,—0o n ey Se) — —— 
P 4 2==0, on a la surface aX? ove PATTES 


qui est un paraboloide; la quartique est alors dégénérée en 4 droites 
concourantes : c’est le seul cas où toutes les courbes des divers réseaux 
sont planes. 

Un autre avantage du calcul de ce paragraphe est de nous prouver 
qu’une surface de translation prise au hasard n'a qu'un réseau de 
translation : la surface obtenue en prenant 


Ne. X,— 0, M0: Vea ay. 


nous donne en effet 
A=—ha, B=4y, 


et le système incompatible 


2h 2h 
A= — — 12; dali irae 


c’est une surface unicursale de degré 4, (a, y*,æ + y), d’équation 


5. Surfaces ayant exactement deux réseaux de translation. Pre- 


mière méthode. — Cette fois 3 n’est plus de la forme 5; les deux 
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équations fondamentales 


2Â> BA. 
(120) Aas T A+ 3A,+ + a 

2 By AB: 
(12°) = 1 +3B;+ == 


ne peuvent plus s'intégrer séparément avec des formules dégagées de 
tout signe de quadrature; nous calculons À par comparaison de (i.)ys 
(À,)., ce qui donne 


N 
Ve 3° 
A, 
(92) ABS  oASC M AR eu BA, 
Ge naira Gras one 2 ar 9: 
rh I I I 
A 2 E B..» — RB B, B, = x Ay =" AE AS a, | À 


Par substitution dans (11'), (12’) ona 


2A, ‘e LB 4 

(53, ) AN; — NA:= —— N'A PS AS AE x 4 
: A 

(53,) AN, —NAy= 22° NA+ 3B, A+ Bede. 


Indiquons les ordres différentiels en x ou y ae.470, Roe, 


x y æx wy ry - æ 5 Ae xx ny YY 
? 0 1 0 2 1 fa) 1 2 I 3 2 I 
NAS Coe eee I 2 I 2 5 0 o I o 2 


N contient des dérivées d'ordre 3 de (X,, X.) et aussi de (Y,, Y:); 
A contient des dérivées d’ordre 2 de (X,, X,) et aussi de (Y,, Y.); donc 
l'équation (53,) contient des dérivées d'ordre 4 de X,, X, d’ailleurs 
linéairement et des dérivées d’ordre 3 de Y,,Y,; c’est l'inverse pour (53,). 
N et A contiennent des dénominateurs A? ou B?; N,, N,, A,, A, des 
dénominateurs A* et B*; on constate par un calcul simple que les 
termes de dénominateur A ou B° se détruisent au premier membre 
de (53,) ou (53.), et aussi aux seconds membres; donc, en multipliant 
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par A*B", chaque équation (53,), ou (53,) ne contient plus de déno- 
minateurs (') et fournit une relation de la forme 


h h 


ces deux relations s'échangent entre elles en même temps que (x, y), 
(X,, Yi), (Xo, Y2). Une identité importante doit étre signalée : on a, 


N : . 
pour À = les identités 


AZ At Bt ES 2Axy =O AG à a] = Zn, 
(54) 


A? A* Bt & =. oy A Same 3 By. wakes > B, | = Leni 


valables quelles que soient les fonctions (X,, X.) de vet (Y,, Y.) de y. 
Donc en dérivant la première en y, la seconde en x et retranchant, on 


, : 3 5 4 N : 25 ie 
a, d’après la signification même de oe l'identité fondamentale 
(A? At Bé ): ps (A? A‘ Bt DE RER z 1 ea 
(55) np (=) — “aaa FSP he Zeng — Dern: 


En un point quelconque (x,y), ni A, ni A, ni B ne sont nuls. Le 
problème est ramené à trouver comment choisir (X,, X.) et (Y,. Y.) 
pour avoir Leino, ue Ni = 0, quels que sovent x et y. Nous savons, 
d'après le théorème d’Abel, qu'il existe au moins une solution à 
17 paramètres de ce problème (fin du§ 2). Les solutions précises du pro- 
blème sont nécessairement contenues parmi les systèmes (X,,X.) et(Y,,Y.) 
qui annulent XE;n;et ZE;n; pour y constant, égal à y, et x arbitraire, et 
aussi pour x constant, égal à x, et y arbitraire : or la solution 
de ce problème réduit dépend de 17 paramètres, comme nous allons le 


(1) On pourrait se contenter de dire : il existe un multiplicateur A? A? Br qui assure 
les identités (54), où p est un entier positif au plus égal à 5; la valeur précise de y 
importe peu. Le raisonnement employé dans ce paragraphe s’appliquerait d’ailleurs 
presque sans modification, aux cas de xt réseaux; À = 0 donne une équation 22;7,; = 0 
contenant les dérivées d'ordre 2 des X et des Y; N=o donne une équation YE qr = 0 
contenant les dérivées d’ordre 3. Le problème réduit donne une solution à 13 constantes 
au plus et le théorème d’Abel donne une solution à 13 constantes du problème gérer 
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voir : il suf fit donc de traiter ce problème réduit pour obtenir la solution 
du problème général et la solution générale est celle que fournit le théo- 
rème d’ Abel. à 

En effet, posant 


Zn fit; Y), Zén= f(x, 7), 
nous avons à résoudre les équations 
FAB Vo) = 0; S2( 2% %o) = 9; Si(20 ¥) =9, (Lo Y)=0; 


Si nous nous donnons, pour y = y,, les dix valeurs numériques 
(Vos (Ya dos (Vos ++ CY%)o, les deux équations f,(x, Yo) = 0, 
f(x, y) sont deux équations différentielles, explicitement connues, 
l’une d'ordre 4[et contenant X‘, X" au premier degré], l’autre d’ordre 3 
en X,, Xs, fonctions de a; l'intégrale générale dépend alors de 7 cons- 
tantes arbitraires qui sont (X,)o, (X2)o, (X° Vo, (X5 os (Xi Jos (X3 o) 
(Xi), pour æ=2x,; l'équation fi(æe, Yo) —0 ou DE), (n:)= 0 
fournit (X"), et les équations Z(E;).(ni) = 0, Z(E,)o (Hi) = 0 four- 
nissent (X*),, (X5). Prenant maintenant ces valeurs numériques 
(Xi Jos (Xa Jos + > (X3 os les équations /,(a, Y) = 0, fa(a, Y) = 0 
vont être étudiées de même en échangeant les rôles de x et y; nous 
avons deux équations différentielles pour déterminer Y,, Y, en fonc- 
tion de y; nous prenons pour valeurs initiales les nombres (Y,)o, 
Ca os CY Jor CVS Jor (Yi Jos (V2 os (Vo déjà choisis; E(&:),(n:) = 0 
donne pour (Y,); la valeur déjà adoptée et les deux équations 
E(E) (ni) = 0, Z(E)(n:), = 0 à résoudre en (Y"),, (Y"}, donnent 
les valeurs déjà choisies, parce que l'identité (55) permet de rem- 
placer Z(Ë;),(n;), = 0 par l'équation déjà employée Z(E;),(n:),— 0. 

Le seul point délicat à élucider est de savoir si l’on peut résoudre 
en X°, X° les deux équations XE;n;— o et XËn,— 0 : ces équations 
sont linéaires en X’, X°; si ces équations étaient de la forme 


aX + BX5 + 1 =0, a, XY+ B,X¥+y,=0 avec af, — Ba, = 0, 


on remplacerait ZË;n;,= 0 par ay,—«,y =o, par exemple, et l’on 
auralt ainsi une équation toujours du type 22,H;—o ne contenant 
plus que les dérivées de X,, X, qu’à l’ordre maximum 3: cette équa- 


\abikent 
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tion serait jointe à ZË;n;— 0, et l’on recommencerait le même raison- 
nement, avec ces deux équations; cette fois nous aurions simplement 
18 constantes numériques liées par deux équations et la solution 
générale du problème réduit dépendrait de moins de 17 constantes, 
donc aussi celle du problème général : donc cette circonstance ne se 
produit pas ('). A l’extréme rigueur, il faut s'assurer aussi que les 
équations ZEn;= 0, XËn;,— 0 ne sont pas automatiquement vérifiées 
l’une et l’autre, ou du moins qu’elles ne se réduisent pas à une seule. 
Les raisonnements faits pour la seconde méthode lèvent ces objec- 
tions : on a deux équations effectives et distinctes. 

Nous avons donc complètement épuisé la question : il n’eæiste pas 
d’ autre solution que celle fournie par le théorème d’Abel, Nous n'avons 
eu besoin de faire aucun calcul; nous eussions même pu à la rigueur 
ne pas traiter le cas d’intégrabilité complète, c’est-à-dire des surfaces 
à oot réseaux. C'était peut-être préférable de traiter ce cas spécial direc- 
tement (surtout si l’on songe à l’extension aux réseaux Coniques). 
Remarquons aussi que l'identité de deux solutions résulte bien du 
dénombrement des constantes, parce que les équations 


LE nix 0, Ln fo) 
(*) La dérivation des équations 
fa fes, Arr), filo, r)æo, 


lens), Mine Fo 


où Ay, À sont deux fonctions finies de (+, y) montre que l'on a 


1 OP fe 
Se (a, Yo) 0, ae EB (8, yo) =O, oa (2, 7°) 0, TEE (a, 7) BO 


el numériquement en (Xo, Jo) 


fe à. Pipe co) DE op+s 


—- = =0 ———— 1 = O a J g 0 
Oxy oy 1 OL dy : Ove Oyo” 4 : OXo oye? 


mais à priori nous ne pouvions affirmer la nullité des autres dérivées, qui sont nulles 
pourtant, puisque / et fs, en définitive, seront rdentiquement nulles. En dérivant deux 
Of, Of 


fois en x ou y l'équation M /1— 2/2 = ip dr On peut simplement affirmer la nullité 


d er) Of 2 f chi 03 fa et D fa à 
es expressions de or Oy A dr ays dx? dy A 2 dE oy? A 
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sont linéazres l’une en X", X%, l’autre en Y*, Ys, de sorte que la solution 
du problème réduit ne peut comprendre plusieurs espèces de solutions 
toutes générales (au contraire la recherche des courbes gauches de 
degré 4 conduit à des courbes dépendant de 16 paramètres, mais 
réparties en deux familles essentiellement distinctes). 


6. Surfaces ayant deux réseaux. Deuxième méthode. — Nous repre- 
nons la question à partir du moment où nous avons formé les deux 
relations 


Zn O; 2:00 


[ voir identités (54)]. Ces deux relations s’échangent l’une en l'autre 
par échanges de æ avec y, X, avec Y,, X, avec Y,; l’entier varie de 1 
jusqu’à une certaine valeur k entière, que nous ne déterminerons pas 
de facon précise, mais qui est assez élevée. Pour résoudre la première 
de ces deux relations, nous devons établir un certain nombre h, de 
relations linéaires et homogènes à coefficients constants indéterminés 
entre les £;, et il en résulte, entre les r;, À — À, relations linéaires et 
homogènes analogues, faisant intervenir les constantes déjà employées. 
On a ainsi, pour chaque choix de h,, des équations différentielles du 
type 

(SPN, Ko DNERNUINS aor ace a ETES 


(56) P ; . ; : : F 
| BEY yes Ki PA a ae ee 0 ae ee Ll Se 


en nombre h, pour les X, en nombre h-—, pour les Y, chaque 
expression F ôu ® étant un polynome entier par rapport aux argu- 
ments (X,, X, et leurs dérivées, a, b, ..., Y,, Y, et leurs dérivées) 
qui y entrent. On recommence les opérations semblables pour 
LE; — 0, avec un entier h, qui n'est peut-être pas le même que h, et l'on 
a un système analogue (/, relations entre les Y, h — h, entre les X), 
contenant certaines constantes a’, b’, c’, ... 


PEO S CO 60 Yay EP iy Yay YS, Ve, Vera We ae 
Ee NX Ske, Re RT Re ee eet ee 


(OF 


Dans ces équations les dérivées d’ordre 4 entrent au premier degré. 


Un premier résultat important est de montrer que, pour une surface 
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éventuelle, solution de notre problème précis étudiée ici (deux réseaux et 
deux seulement), les entiers h,, h, coincident et que les systèmes (56), 
(57) se déduisent l'un de l'autre par échange des X et Y, sans toucher 
aux constantes a, b. 


En reprenant les notations (14), on remarque, en effet, que la sur- 
face (SX, dx + fU, du, fX, dx + J'U, du, x + u) a elle aussi deux 
réseaux (et deux seulement) et donne les’ relations XE;1;— 0, 
Eéin;= 0 déduites de celles déjà écrites, en laissant tranquilles les x 
et X, remplaçant les y et Y par uv et U; mais alors les &; (qui sont les 
mêmes que plus haut) sont liés par les A, relations écrites déjà, de 
sorte que les U vérifient les équations ® indiquées en (56), avec les 
mêmes a, b,c, ...; de même pour (57), de sorte que les Y satisfont 
exactement aux mêmes équations ® et ®’ que les U; dans les couples (') 


(Xi Xe), (Yi, ¥2), (U,,U,), (Vis Vi) 


marchant ensemble, on voit donc que deux quelconques satisfont aux 
mêmes équations, et cela établit notre proposition. Cela entraine que, 
pour chaque choix de h,, nous avons simplement à discuter le système 
différentiel 


= DR OK XY KO. XX XX à bc.) 0; 

EN Krak Na Y", a, b, 0, ...)=0, 
composé de / relations au total (dont A, du premier degré en X‘, X°) 
déduit de (56) en remplaçant les Y par les X dans les équations ®; 
ensuite (Y,, Ÿ.) est une autre intégrale du même système. 

Comme l’on connaît à priori la solution donnée par le théorème 
d’Abel, on sait que l’un au moins des systèmes tels que (56°) (dépen- 
dant du choix précis de h,) est compatible avec une solution contenant 
au moins 16 paramètres | car il s’agit simplement d’une intégrale X,, 
X, et non d’un système de deux intégrales (X,, X,)et (Y,, Y.)]. De 


(1) Si la surface (S XA dx + [Yi dy, [X2 dx + Y2dy, f dx + f dy) est à of réseaux. 
la surface (f X1 dx + U, du, [ X2 dx + SU du, f dx + f du) n’en a que deur et notre 
raisonnement, fait de même façon, prouve que les U et V vérifient le même système, que 
les X et les Y vérifient le même système différent du précédent; c’est ce que nous avions 
obtenu directement et cela est une vérification précieuse de la méthode employée. 
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plus toute solution éventuelle X,, X, est analytique en x (dans son 
travail, Poincaré le suppose implicitement, mais n’en donne pas de 
démonstration). 

Aucun des systèmes que l’on rencontre ne peut être vérifié quelles que 
soient X,(a), X.(a), sinon toute surface de translation aurait deux 
réseaux : or nous avons vu que la surface (x°, y?, æ +7) n’a qu'un 
réseau. 

Dans le ou les systèmes qui sont compatibles, le nombre total 
d'équations distinctes qui restent (après avoir obtenu les relations 
nécessaires et suffisantes entre a, b,c, ... pour la compatibilité, ce 
qui se fait uniquement par des calculs de différentiation et élimina- 
tion), est donc un ou deux. L'hypothèse d’une seule équation est 
impossible, car, si cela était, on pourrait prendre l’une des fonc- 
tions X, arbitrairement en fonction de X,, et il resterait entre X,, x 
une équation différentielle ordinaire donnant X,; on opérerait de 
même pour Y, et Y,; or on constate aisément que X,— 6, Ts ne 
réussit pas ('). Donc (X,, X,) satisfont exactement à deux équations 


(:) On a, en effet, dans ce cas 
A= Y'), Y?(3Yi— 4X1), B= Xj Y}; 
écrivant (11') ou (12’) sous leur seconde forme et posant 


A=pA® où A=GB, 


ona à 
Fe ne, = + EB. 
d’où 
3 3 I Y"Y,+3Y' i 
Tier Ae ET CPV PS CRM D PONED wed co See 
FEU hg Ee wh Ge ee SE 


où Ys, X3 sont des fonctions de y ou x à déterminer de sorte que p A? et ¢B? soient égales. 
On constate aisément que ce choix est impossible; d’ailleurs la meilleure méthode pour 
le voir est de chercher à déterminer X3 de sorté que ¢B? vérifie (11’); on a une équation 
différentielle du premier ordre pour déterminer X; en fonction de +, équation dont les 
coefficients ne sont pas indépendants de y. Les caleuls ici sont devenus sintples parce que 
l’on a pu intégrer (11°) ou (12’) directement, sans signe de quadrature; on n’a done pas eu 
à suivre la méthode générale qui consiste à dériver (11') on y et (12') en x, circonstance 
qui rend les calculs si longs dans le cas général. 
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différentielles d'ordre 4 au maximum et (Y,, Y,) satisfont aux mêmes 
équations. 

Nous arrivons donc, uniquement par des éliminations et des différen- 
trations, à réduire les h relations (56’) à deux seulement, nécessaires 
et suffisantes 
Wahi, Nas Re en Un Cy le 0) 


(58) 
TU TR an. ro Dr Oy an) ee 0 


où f,, f: sont des polynomes entiers par rapport aux X et aux a. Si 
J; contient les dérivées jusqu’à l’ordre p,, et f, jusqu’à l’ordre pz 
(o£p,<4, oSp.<4), l'intégrale (X,, X.) dépend de p,+p, con- 
stantes autres que a, b, ..., l'une de ces constantes étant attachée 
additivement à +, de sorte que, par élimination de æ, nous aurions 
une relation entre X,, X, dépendant de a, b, ... et de p,+p;—1 
autres constantes arbitraires. 

A partir de ce moment, il serait difficile, par ce procédé direct, de 
donner des conclusions rigoureuses : le résultat important est de 
montrer que f,, par exemple, ne contient plus de dérivées, et que f. ne 
contient de dérivées qu'à l'ordre 1 : autrement dit la courbe (X,, X;) 
est Ets et l’on démontre aussitôt qu’elle est d'ordre 4 et que 


l'on a 2 — Sh -+ f, étant le polynome général d'ordre 4 en X,, X;, 


qui sont liés ies f (X,, X,)==0. 

Bien entendu, le calcul brutal, s’il avait été moins long, eût donné 
tous ces résultats, comme il les a donnés pour le cas de o' réseaux. 
Je cite quelques raisons de vraisemblance; les h relations (56') entre les 
10 quantités X,, X,,..., X; sont en nombre supérieur à 10; elles 
sont compatibles, algébriquement, et même au point de vue différentiel; 
elles laissent au point (X,, X:, ..., X5) de l’espace à 10 dimensions 
la possibilité de varier : le cas le plus normal est donc qu'elles se 
réduisent à neuf distinctes; on forme donc, par élimination de huit 
d’entre elles, une équation résolvante f,(X,, X;,)— o qui est algé- 
brique et ensuite Xx), X), ..., X%s’expriment rationnellement en X,, 
X,. Une seconde raison : la ee (X,, X,) dépend, outre a, 6, 
de p,+ p.—1 constantes arbitraires; donc, négligeant une transla- 
tion, la courbe (SX, dx, fX,dx, f dx) dépend de a, b, ... et de ces 
Pi + p»—t arbitraires; comme la courbe ( f Y, dy, J'Y: dy, J dy) fait 
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intervenir aussi p, + p,— 1 valeurs différentes de ces p, + pp — 1 arbi- 
traires, la surface de translation dépend dea, 5, ... et de 2(Pi+ Pa—!) 
arbitraires; A, B, À, A, & se calculent explicitement, puis (U,, Us), 

; Ngo kh 
(V,, Va) par les formules données (U, cheer peed Si ….), de sorte que 
la courbe (U,, U,), intégrale de (58), doit dépendre de a, b, ... et 
de p, + p»— 1 arbitraires, tandis que si on l'obtient par les formules 


U, — RSR oe! elle semble dépendre de a, b, ... et de 2(p;+p:—1) 


autres arbitraires; la conclusion n’est pas absolue, car 2(p1 + P:—1) 
variables peuvent, dans certains cas, être fonctions de (pi + p:—1) 
combinaisons convenables des paramètres indépendants; mais il y a 
tout de même probabilité pour que p, + p, — 1 soitnul(p,—0,p:=1). 
Voici maintenant une troisième raison : Si p, + p:—1 n'est pas nul, 
nous avons 4 courbes (X,, X.), (Y,, Y.), (Us, Uz), (Vi, V2) analy- 
tiques, distinctes, telles que la droite joignant un point arbitraire de 
la première à un point arbitraire de la seconde, donc droite à deux 
paramètres, ait, parmi ses points communs avec (U,, U,) et (V,, Va), 
un couple déterminé analytiquement, et ceci est assez probant pour 
affirmer, suivant Poincaré, que les 4 courbes sont les branches d’une 
même courbe algébrique, indécomposée ou non, de degré 4; mais 
Poincaré n'avait pas démontré que les courbes sont analytiques, 
résultat évident d’après les équations diflérentielles algébriques que 
nous avons indiquées. j 


Il nous a semblé que ce problème a attiré assez souvent l'attention 
de géomètres illustres (et mème à plusieurs reprises, dans un inter- 
valle de 15 ans, celle de Sophus Lie) pour que nous faisions cet exposé 
synthétique et que le lecteur ne nous en reproche pas la longueur. 

Si maintenant nous songeons à la démonstration de la première 
méthode, nous avons vu que la courbe (Y,, Y,) est exactement da 
méme que (X,, X,): done p,+p:=1,p; = 0, py=1; nous avons ainst 
prévu le résultat du calcul, sans avoir été obligé de le faire. 

Quel est done l'avantage de cette seconde méthode sur la première ? 
La premiere nous oblige à intégrer le système formé d'une équation 
dilférentielle d'ordre 4 et d’une autre d'ordre 3 : il reste donc 7 inté- 
grales prenuères à trouver. Dans la seconde méthode l'intégration est 
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poussée jusqu’au bout (ou du moins réduite à une quadrature unique 
pour avoir X,, X, en fonction de x): on n’a eu que des différentia- 
tions et éliminations à effectuer ('). 

On doit remarquer que si, par un moyen quelconque, on a démontré 
que la courbe (X,, X,) est algébrique et que (Y,, Y»),(U,, U:), (Vi, V2) 
sont la même courbe que (X,, X.), cette courbe est nécessairement de 
degré 4, car le plan réunissant l’origine à la droite joignant les points 
(X,, X2, 1), (Y,, Yo, 1) est parallèle au plan tangent au point (x, y) 
de la surface et cela prouve que (U,, U,) et (V,, V.) sont en ligne 
droite avec (X,, X,) et (Y,, Y.); au couple (X,, X.), (Y,, Y.) corres- 
pond un seul couple (U,, U.), (V,, V.), de sorte que la courbe est de 
degré 4; on peut ensuite démontrer directement que l’on a 


ax, of 
ea 


si f/(X,, X.)=o0 est l’équation entière de la courbe. En effet, on a, 
employant les coordonnées homogènes (X,, X:, X3), (Yi, Y2, Ys), 
CL UE Us), 


DUR DU) EN RY RS AY XI PRY): 


Cela donne, en développant et supprimant le facteur #, 


Mo AEN: pi opte. of 
Et SGA GS 
HE (Xi oe + Moy + x oh) =o 


Cette équation doit avoir les mêmes racines # que 


(60) PER AT 07 
peer er ee 


(1) Une exception appurente est fournie par le système (41) où il s'agit du cas de o! 
réseaux, déduits d’un premier réseau connu formé de courbes planes; mais, dans ee eas, 
si on revient aux surfaces à deux réseaux qui apparaissent, on voit que l'intégration se 


fait automatiquement. 


ba 
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D'autre part 


ih 110 6] 
BE x vx) x + vo] 
OX, 
AR TE eee GO git Oe 
= of [Ys oye + Vege + YS OX 
OX, 


et de méme, échangeant les X et les Y, 


ty 0 d d 
=a Lo | 


L’équation (60) reproduit donc (59) multipliée soit par ai soit 


OX: 
par TL. Ces deux multiplicateurs sont égaux, et comme l’un ne 
oY; . 
dépend que de x, l’autre que de y, les paramètres x, y étant indépen- 
dants, ces deux multiplicateurs sont égaux à une même constante, que 
l’on peut supposer égale à 1, en multipliant éventuellement / par une 


constante convenable (ce qui en réalité fait disparaitre l’homogénéité 
des 15 coefficients de f). On a donc 


“Cha Sod tae Serv sb Ox,” 
puis 
— I gull À 0° à oF 
= [enr + TL 
ANRT TR TS 
FAST aN, td dk, | Sa | 


Cette expression est du second degré séparément en (X,, X,) et 
en(Y,, Ys): 


7. Surfaces ayant plusieurs réseaux conjugués coniques. — Le pro- 
bléme des surfaces ayant deux réseaux de translation a attiré suffi- 
samment l'attention de géomètres illustres (et même à trois reprises, 
en 15 ans, l'attention de Sophus Lie) pour nous autoriser à passer en 
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revue divers modes d’attaquer cette question. Et surtout nous songions 
a voir si ces diverses méthodes pourraient s'appliquer au problème 
qui généralise le précédent d’une façon naturelle : trouver une surface 
possédant plusieurs réseaux conjugués coniques. Les sommets des cônes 
circonscrits le long des courbes du réseau décrivent, pour un premier 
réseau conjugué conique, deux courbes L,, L,; pour le second réseau 
on trouve de même deux lignes L;, L,; si toutes ces courbes sont 
planes et dans un même plan, il suffit de faire une transformation 
homographique de l’espace, de façon que ce plan devienne le plan de 
l'infini pour retrouver les surfaces de translation à plusieurs réseaux. 
Nous écartons donc ce cas. 

Nous considérons une surface (X, + Y,, X, + Y,, X;+Y;,,æ+7y) 
rapportée à un réseau conique conjugué; si elle admet un second 
réseau de cette espèce, on aura, avec une certaine fonction p(æ, y), 


PEER) = U4 Vy, p(X.+ Y.)=—U,+ V,, 


(1 
( o(X;+ Y;) =U;+ Va, o(rz+y)=ut »v. 


Chaque grande lettre est une fonction de la variable représentée par 
la même petite lettre. L’expression (a, b, c, d constantes) 


(2) 3—=a(X,+Y,)+b(X,+Y,)+c(Xs+Y:)+ d(x +7) 


est une solution, à quatre paramètres arbitraires, commune aux deux 
équations 


6) dxdy Ou dv 


On a donc deux problèmes successifs à résoudre : 
1° Trouver deux équations 


(4) 50, Ar+Bt+Cp+Dg+Ez—o 


qui aient une solution commune à quatre paramètres. Ceci se résout 
aussitôt; la solution æ + y donne l'identité C+D+E(x+y)=0; 
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les autres solutions donnent 


sae EN une ki La bes 
AX +BY; +6(x,;- EE) ef) =o, 


ie eS à X3 + =) 
~ ” ” 10 ! 2 = D Ys — te =O, 
(5) AXE + BY, + 6(X4— F7 )+ ( Cr 


dre ect ES mn nae Oe 50 
Axs+ By (x EE) + DE) =o. 


LT) 


Autrement dit, choisissant le coefficient de proportionnalité, nous 
pouvons prendre A, B, C, D égaux aux coefficients de «, B, y, © dans 
le développement du déterminant 


a NB Ÿ Ô 

Y x x 

WE x? xi — \,+ 1 \,— ia = 

LT Ÿ T+) 
A= onde Meg XA.) 
RÉ ah bh D LB ut at 

É So Bie Ca à * ve) 
s Need Xe 
eS ee ee cee 

ave co ? I ga ed 


Cette premiére partie est donc résolue aussitot; 


2° A, B, C, D, E ayant les valeurs qui viennent d’étre données, 
comment doit-on particulariser (X,, X,. X;), (Y,, Y, Y;), de facon a 
pouvoir trouver deux fonctions nouvelles ? (a, y), e(x, y) telles que, 
si l’on pose s = 0Z, l'équation 


(6) Ar + Bt+ Cp+Dq+Es+is=0 


se transforme en 


(7) dZ en 


du de 


où u, « sont des fonctions convenables de +, y (le produit DE Us 
* Ox dy Ox Oy 


doit étre non nul). Gardant d'abord les variables æ, y, l'équation (6) 


4 
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devient 
(8) ApS s +p + Bese 
[ra se Co |+ 5 E a +285 + De | 
+ z| aos srl +85 + ere de Do + Fe | == 0 
On écrit maintenant 
OZ _ 07, du OZ Ov 02 __0Z du , OL Ov 


D toc ads (dy = du dy Be dy 
op OL a) ‘2020: du Ov OL (3: ) OL du OL 0°v 


no onda dP dz). dujdx dv dx’ 
OL. ty OK du du 4 OL du Ov es du x) 
Oxdy du? dx dy duov & Oy OY Ox 


OZ ov dv me pans Cu es Orv 

Ov Ox Oy | Ou 0x dy * OV, Ox Oy’ 
OD GL “a 20°Z du dv ‘ ®Z (dv \* OL du J OL Ov 
Oy Ow Ae du dv Oy Oy dr? \O¥ du Oy? dr 07° 


On trouve donc les équations de condition, nécessaires et suffisantes, 


du\? . du du du \? ‘ds de ov (5: 2 
/ ts ==) —0 A B — 0; 
a(S) +" Ox dy +3 (5) a (Sn) RTE x) : 


Oru du du 
Ba dandy (Port. 
Ou dp- . dp du (. dp Oo yee 
ae (PAG +9 I Op) 5 (Ge +282 +e) =o 
(9) A d® p ) 0? re B ov 
P Oa? Ox OY Poy 
de Oo ; Oo Ov [. do Oo ) 
=—{2A-> = — eo B= DOr 0; 
+5 (2 D. dy +G)+$ ARSE ps meats 
dp Op O20 ny de D do iad 
je Tio Ox 0) Be gOS Saas ) jé ie 


Comme plus haut, nous posons 


À B : ae es 
Gg a eh) th ogg a! oy des 
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et nous obtenons, comme plus haut, 


Oh oh 2 Op À dp CG LATE SIT EDS 
"re ee ue POSTE Ps) og ge tk ody A eet 
ok, dk adp _ A dp , C À dp  2Bx1 dp, D_ 
dat ay Reet a) pA, o@ A, py AU 


Par addition nous obtenons une équation faisant intervenir A, B 
rationnellement; ensuite nous transformons cette équation en échan- 
geant (x, y), (A, B), (C, D) et nous obtenons le système nécessaire 
et suffisant 


HE ( Faye fh +e (22 eR eae 
dx \ A sa) A \p dx " oA oy x) 


(11) (8) + 35 (8 A(29% , à d, D 
dy \B} * da\B)* B\p ay +) 


On a trois équations pour les deux inconnues i, p. Si ces équations 
sont compatibles, on ah, k, puis u, ¢ par les équations (10). 
Les deux premières équations (11) sont de la forme 


On neg on me 
(12) ap H+ KA+L, dy =H + Kid + Ly. 


Par différentiation en æ ou y, on obtient 


on OK OL 


(13) oh + 7 A+ 3; + (2H,A + K,) (H+ K,A+ L,) 
=. ; ee aL, 
abel WER Fe At ge + (2HiA+K,) (H+ KA+L). 


’ = 4 4 ’ = . 
C’est une équation du second degré en À; st donc on peut déterminer 
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(X,, Xa, X5), (Y,, Va, Ya) et p de façon à satisfaire aux équations 


OH H 
get HK,— KH,—o, 
ee GION T IL aic3 
(14) ie aL, 
AU te 
O”p O° 0" p am p 2 # 
eh don +0 Re 0; 


la surface aura o' réseaux coniques (H, K, L, H,, K,, L, contiennent 
à la fois les X, les Y et p). Si même les X, Y étant fixés, 9 pouvait 
prendre plusieurs valeurs, on aurait plusieurs séries de o' réseaux 
coniques. 

Si cela n’a pas lieu, il faut voir si une ou deux racines de l’équa- 
tion (13), qui n’est plus indéterminée, peuvent satisfaire aux équa- 
tions (11), par un choix convenable de o. 

On voit que les résultats sont beaucoup moins précis : en général 
une surface peut avoir 0, 1, 2, 3, w' réseaux coniques conjugués. Mais il 
faudrait, à la rigueur, envisager le cas où il y aurait plusieurs choix deo 
pour une même surface, donnant chacun un ou deux réseaux coniques 
nouveaux, sans que l'équation (13) soit indéterminée. 

On se heurte, dès de début, à des difficultés de calcul presque 
insurmontables; nous n’avons pas.le secours d’une solution, à plu- 
sieurs paramètres, connue à priori, comme pour le théorème d’Abel 
appliqué aux quartiques. Nous n’avons pas non plus la possibilité de 
faire jouer le même rôle aux courbes (X°, X°, X°, 1), (Y,, Y,, Y', 1), 
QU, U,, U,, 1), (V', Vi, Vi, 1) qui sont les lieux des sommets des 
cônes circonscrits, et cela à cause du facteur ¢. Il y aurait lieu de 
chercher à résoudre cette question difficile. 

Je ne connais qu’un travail sur cette question; on saif que la suite 
de Laplace relative à un réseau conjugué jouit de propriétés impor- 
tantes, au point de vue ponctuel et tangentiel; si le réseau conjugué 
est conique, le cas où le lieu des sommets des cônes circonscrits est une 
ligne plane est un cas de simplification importante; le cas précis où cette 
courbe est une droite est encore plus intéressant. C'est ce qui a conduit 
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le géomètre russe, J. Blank, à étudier les surfaces qui admettent deux 
réseaux conjugués coniques du type de Peterson, c’est-à-dire double- 
ment de Kæœnigs : les courbes d’une famille du premier réseau sont 
planes et leurs plans pivotent autour d’une droite D,, tandis que le 
long de chacune il y a un cône circonscrit dont le sommet décrit une 
droite A,; il en résulte que les courbes conjuguées sont les sections de 
la surface par les plans pivotant autour de A,, les cônes circonscrits 
correspondants ayant leurs sommets sur D,; D, et A, sont ainsi réci- 
proques vis-a-vis de la surface. M. Blank s’est proposé de trouver des 
surfaces pour lesquelles tl y a deux réseaux de Peterson et il a trouvé trois 
réseaux pour lesquels les axes sont les trois couples d’arétes opposées 
d'un tétraèdre. 

Le Mémoire, rédigé en allemand, est inséré aux Communications de 
la Société Mathématique de Kharkoff, 4° série, t. XI, 1935, p. 55-68. 

L'auteur a trouvé les types suivants réduits, par homographie, à 
leur plus simple expression 


1° ak+ yk+ sk+ 4 0, 
2° xry8 = st 08 (a+B=y+9), 
30 ak y sth1+ t=0, 

3 »\ me \n 
he pr ag Sah eal Oe 

t t 
waretg = Aarelg = 

oP (x +7°)e 3 —(3 +4) Ze 


et enfin les quadriques (rentrant dans le type 1) mais admettant 
2» réseaux de Peterson. On peut remarquer que l’équation (5) peut se 
mettre sous la forme 


A 


: à . +S : re sins 
(a+ ty) Ma—ir)n "= (st 4) ai (Ze EE) mens 


de sorte que l’on trouve un cas particulier du type (2). 


THEORIE 


DES 


FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE DÉFINIES 


SUR 


DES ENSEMBLES GENERAUX 


Par M. W. J. TRIITZINSKY, 


Université d’Illinois, U.S. A. 


{. Introduction. — Le but de ce Mémoire est de développer une 
théorie des fonctions du type indiqué dans le titre. Nous supposerons 


“ é 5 ij \ 
que /(z) est une fonction d’une variable complexe s(=a2+ /—1y), 
définie sur un ensemble E à deux dimensions, telle que, 3, désignant 
un point d’accumulation quelconque de E, on ait 


D nl) = nis) [fa] © (éodaisE) 


Sy So as 


où f,(so) est un nombre fini indépendant de la manière dont 
5,(3, dans E) tend vers =, ('). Les points isolés de E sont laissés 
de côté. Ainsi, ce que nous entendons-par fonction d’une variable 
complexe, c'est une fonction monogène, la monogénéité impliquant 


2 — 


(1) En d’autres termes, f(s) = u(r, y) + V —1w(x,7) (u, w étant des fonctions 
réelles de variables réelles æ, y}, où & et « ne satisfont pas aux équations différentielles 
de Gauchy-Riemann, n'est pas une fonction de la variable complexe s(= x+V—17), à 
notre point de vue. 
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seulement l’existence d’une limite (1), unique et finie, en chaque 
point 3, de l’ensemble E considéré ('). 

Sans perte de généralité E peut être pris borné. Nous emploierons 
les notations suivantes : (K) désignera une courbe simple rectifiable 
frontière d'un domaine K. L'ensemble E sera fermé et contenu dans 
K +(K); de plus, (K) fera partie de E (cette hypothèse n’est pas 
essentielle). C(E) désignera l’ensemble K+(K)—E. C'est un 
ensemble ouvert dans K. 

Pour simplifier les développements, les fonctions considérées seront 
assujetties aux conditions suivantes. 


Derinition 1. — Une fonction f(z)—=u(x,y) + Y—1 (a, y) sera 


appelée fonction monogène générale, pour abréger fonction m. g., 
dans E. si (*) : 
1° Les fonctions 


Qu, Qu, dw dw Ju, du, du du 
Oz’ dy’ dx’ dy’ da’ dy dy dxôy 


(2) Usa $l, 


sont finies et continues dans K; u est uniforme dans E; 


2° A indiquant l’opération 
or d® 
3 og fe qu 
(3) 4 = Oy?’ 
nous avons Au = 0 dans E; de plus, sv est une conjuguée harmonique (®). 
de u dans E. 


Dans la définition ci-dessus les rôles de u et w peuvent étre échangés. 


Une fonction m. g. dans E possède une dérivée unique en chaque 


point de E. Il n’est pas nécessaire qu'une fonction m. g. soit uni- 

forme (*). 

Se 
(7) IL est évident que monogénéité n'implique pas en général analyticité. 


(?) Ces conditions peuvent être remplacées par d'autres moins restrictives sans 
détruire la validité des résultats de ce Mémoire. 


(*) En d'autres termes, uw et w= satisfont dans E aux équations différentielles de 
Gauchy-Riemann. 


(*) log(s—a) (a dans K) est m. g. (non uniforme) dans l’ensemble E obtenu en 
soustrayant le domaine | s—«a|< p (p petit) de K + (K); Vz— à n'est pas m. g. dans E 


avan > (MR = : LE Â e 
parce que R(/z —a) et 1(ÿ3—%) sont toutes deux non uniformes dans E. 
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En particulier, remarquons que toute fonction uniforme, d’une 
variable complexe, qui admet des dérivées de tous les ordres est m. g. 
selon notre définition. ; 

Dans le paragraphe 2 on verra que toute fonction m.g. f(z), définie 
dans E, peut être représentée sous la forme 


(4) an f(a) = h(a) + ff log(s — a) g(a, y) de dy 
C(E) 


( 
[ea=a+y1b dans E(k]; 


h(a) est analytique si « est dans K et g(a, y) est une fonction bornée 
continue dans C(E), nulle sur la frontière de C(E), On verra aussi 
qu'on a 


(5) an f(a) = hei(a) — ff q(x, y) dx dy 


C(E) Pine. 


pour tous les points « de E — (K). 

Ce sont là les formules fondamentales de notre théorie des fonctions 
m. g. Ces formules sont un instrument puissant pour l'étude de telles 
fonctions. Naturellement il ne s’agit pas d’essayer d'établir dans cet 
essai toutes les conséquences importantes de (4) et (5). Nous en 
établirons seulement un certain nombre. 

Supposons que C(E) puisse être couvert par une suite de domaines 
circulaires 
(6) [32 Al <Y: (2=1,2,...;les A; dans K) 
tels que tous les points des circonférences | z — A;| = y; soient dans K, 
et que y: tende vers zéro quand 7-> 2. La raréfaction de C(K) sera 
mesurée par la rapidité avec laquelle y; 0, quand i + «. VO 

D'autre part, si p indique la distance du point, 5=x + V=1y 
dans C(E) à la frontière F de C(E), on peut associer à q(x,y) une 
fonction b(), tendant vers zéro avec p,, telle que 
(7) lgCæ, y)1S0(e). 


Dès lors, on remarque que les deux principes suivants ont une 
importance capitale dans l’étude des fonctions m. g. 


Principe 1. — Les fonctions m. g. possèdent d’autant plus de pro- 
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priétés (dans un sous-ensemble convenable Ede E) que CCE) est plus 
raréfié. 


Principe II. — Les fonctions m. g. possèdent d'autant plus de pro- 
priétés dans E—(K) (') que 6(p) tend plus rapidement vers zéro 
avec 0. 


C’est en tenant compte de ces principes que nous traiterons les 
problèmes suivants. 


Prostime A. — Il a pour objet de déterminer la rapidité de décrois- 
sance de b(p), qui assure l’existence, dans E—(K), de la mit” 
dérivée (m2 2) de f(a) ou l'existence des dérivées de tous les ordres. 


PROBLÈME B. — Il a pour objet de déterminer la raréfaction de C(E) 


impliquant l'existence, dans un sous-ensemble convenable E de 
E, soit de la dérivée m°"° (m22) de f(x), soit des dérivées de tous 
les ordres. Au cours de cette étude, on trouve des représentations à 
l’aide de certaines séries convergentes dans E et valables pour les 
fonctions dont il s’agit et pour leurs dérivées premières. 


PROBLÈME C. — Il a pour objet de déterminer la rapidité de décrois- 
sance de b(o), telle que f(x) soit représentable, dans E—(K), par 
une série de fonctions analytiques absolument et uniformément 
convergente. Problème analogue dans le cas où /\” existe dans 
EK — (K); théorème de Taylor. 

Dans les problèmes B et C les représentations sont possibles à l’aide 
de séries convergentes de fonctions rationnelles. Toutefois des termes 
logarithmiques peuvent apparaitre dans les représentations de fa). 

Dans les problèmes D, ..., G, formulés ci-dessous, il semble plus 
commode de s'occuper des fonctions f!} au lieu de TAG 


(&) 


PROBLÈME D. — Il a pour objet de déterminer la raréfaction de C(E) 
impliquant l’existence d’un sous-ensemble Ede E tel que les fonc- 


(1) Si nous définissons g(x, y) dans E par, 4(x, y) = 0, on voit que les deux principes 
mentionnés expriment le fait que la distribution (densité) de | g(a, )| dans K + (K) se 
réfléchit dans les propriétés des fonctions m. g. correspondantes. 
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tions f{2, (pour lesquelles on a la raréfaction mentionnée) soient 
déterminées (uniquement) par leurs valeurs sur un are y (dans E). 
L'ensemble E, dans lequel cette détermination a lieu contient yet 
c’est un certain sous-ensemble connexe de E. 

Puisque la fonction f,(z) — f,(z) est m.g. lorsque /,(s) et ,(z) 
le sont, il s’ensuit que le problème D est équivalent à la détermination 
de la raréfaction de C(E) telle que /, = 0 sur un arc y (dans E) 
entraine nécessairement f},, = o sur tout ensemble E.. 


PROBLÈME D’. — C’est une modification du problème D obtenu en 
remplaçant la propriété de la détermination unique des fonctions par 
leurs valeurs sur un are y par celle de la détermination unique par 
leurs valeurs sur un ensemble non dense situé sur y. 


PROBLÈME E. — Il a pour objet de déterminer la rapidité de décrois- 
sance de b(e) impliquant la détermination unique des fonctions 

®, par leurs valeurs sur un are y [dans E—(K)] dans tout sous- 
ensemble connexe (dans un certain sens)E, de E — (K); E, contient y. 

Quand on traite des fonctions indéfiniment dérivables, la considé- 
ration de la propriété de quast-analyticité est d’importance capitale; 
nous entendons par là la propriété de détermination unique des fonc- 
tions f\, par les valeurs fa (¢=1, 2, ...) quand a, est dans E (ou 
dans un sous-ensemble convenable E de E) ('). 

La détermination sera valable dans tout sous-ensemble connexe 
(dans un certain sens) E(«,) de E [ou E(a,) de E |; E(a,) [ou E(a, ) | 
contient a. 


Prosiime F. — Il a pour objet de déterminer la raréfaction de C(E) 
impliquant la quasi-analyticité des fonctions /(, dans un sous- 


ensemble E de E. 


Prostime G. — Il a pour objet de déterminer la vitesse d’annulation 
Re eens ee ee 
(1) Quelques auteurs appellent quasi-analyticité la propriété d'unicité comprise dans 
les problèmes D et E. Dans ce Mémoire, quasi-analyticité sera entendu seulement dans 

le sens indiqué. 
Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 2. 16 
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de b(o) qu’implique la quasi-analyticité, dans E — (K), des fonctions 


(1) 
(x)° 


En traitant les problèmes F et G nous établirons la représentation des 
fonctions considérées, en fonction des valeurs de la fonction et de ses 


dérivées de tous les ordres en un point a (dans E ou E, selon le cas ). 
Cette représentation a la forme d'un développement de Mittag-Leffler 
(autour de a). 

D'une manière générale, en résolvant ces divers problèmes, j'ai été 
principalement influencé par l'extension très importante que M. Borel 
a donné à la théorie des fonctions analytiques de Cauchy, extension 
qui mène à certaines fonctions monogènes particulières (fonctions 
monogènes de Borel). Pour ces fonctions on peut généraliser les 
intégrales curvilignes fondamentales de Cauchy. Elles possèdent la 
propriété de quasi-analyticité ('). L'ouvrage de M. Borel porte sur le 
problème F (M. Borel fait usage de la sommation de Mittag-Leffler). 

Comme le fait remarquer M. Borel chaque fonction analytique peut 
être représentée par des intégrales doubles du type que nous consi- 
dérons par la suite. D’après certaines de ses indications on peut 
s'attendre à ce que, si l’on considère une intégrale 


(8) g(a) = HU LS cy [b(æ, y) continue; }(2, y) =o dans E] 


C(E) eee 


et si |d(æ,y)|— 0 assez rapidement, quand z s’approche de la fron- 
tiére de E, la quasi-analyticité (°) de la fonction g(«) soit assurée, De 
tels résultats ont bien été trouvés dans quelques études très impor- 
tantes de M. R. Caccioppoli (*). En tenant compte du fait que les 
fonctions /}, dont nous avons parlé en formulant le problème G, sont 


(1) É. Borez, Leçons sur les fonctions monogènes, Paris, 1917. On peut trouver 
certains développements ultérieurs concernant.les fonctions monogènes de Borel dans 
W. J. Trjitzinsky, 4 study of indefinitely differentiable and quasi-analytic functions, 
Part | (Annals of Math., 1931, p. 623-658) (en particulier, p. 639-658). 

(*) Dans le sens de détermination unique par les valeurs g)(a)(e = 0, 1, .. 
a» étant un point fixe dans E). 

(*) R. Caccroprour, Le funzioni monogene generalizzate definite mediante integrali 
doppi di Cauchy (Rendiconti del Sem. Mat. della R. U. di Pudova, 1934, p. 1-26). 
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représentables sous la forme (5), nous déduisons immédiatement que 
les résultats de M. Caccioppoli fournissent une solution à notre problème 
G. Pourtant, en employant une méthode différente nous donnerons une 
autre solution du problème G dans des conditions [concernant 6(¢)] 
moins restrictives que celles de M. Caccioppoli. 


2. Les formules fondamentales. — Supposons que 9(a, y) et 
C(a, y) soient des fonctions réelles des variables réelles x, y continues 
et uniformes, ainsi que leurs dérivées des deux premiers ordres, dans 
l’ensemble W,,,, défini comme suit. W.,, est la partie de K+(K) 
(cf. § 1) hors du domaine circulaire 


(1) |z—al<p (a=a+\V—1 b dans K). 


0 >o est pris suffisamment petit pour que la circonférence y, du 
cercle |s —a«|<o soit à l’intérieur de K. L'application de la formule 
de Green donne la relation 


AË — & Ao) dx dy + 
@) ff (eae tap yaedy +f 


a2 


OO TL EEE 
CRÉES 


ds =|.dz| s=æ+V—1y), 


a,0) 


où 


oO 
on 
normale dirigée vers l’intérieur du domaine W,.. 

En particulier, on peut prendre C(a, y)=log|s — «|. Nous avons 
alors AC(z, y) =o dans W,,,. Or 


bee ni, 
De la 


(3) — fl log|s — a|Ao(2, y)dxdy 
Wa,,o 


(W...) est la frontière de W,,,, et — indique la dérivation suivant la 


126 W. J. TRJITZINSKY. 


Supposons que 9(x, y) sott continue et unt forme, ainsi que ses dérivées 
des deux premiers ordres, dans K + (K). On observe (') alors que 


(4) lim { =— 27 9(4,6) (a dans K). 


rl 
lim ff = |] 
PF Wao K 


existe pour « dans K et l’on obtient 


Par conséquent 


(5) 2n9(a,b)=H(a, b) + Îosis—ala tr 9) de dy (a dans K), 
eK 
ou 
» erp. do  dlog|s—a«| 
(5a) H(a,b)= F (logs — age — 9 EE ) 
On remarque que H(a, b) est harmonique pour « dans K. 

Soit f(s) une fonction m. g. définie sur un ensemble parfait E 
[dans K; E contient (K)]. En écrivant f(s) = u(x, y) + ¥—1(2,y) 
[cf. Def. 1 (§ 1)], u(x, y) est uniforme dans E et w, ainsi que ses 
dérivées des premiers et seconds ordres, sont continues dans E. 


Derinition 2. — ¢(a, y) sera appelée une fonction « associée d’exten- 
ston » de u(x, y), pour abréger, une fonction «a. e.», st les conditions 
suivantes sont satis faites : 


1° v(x, y) est uniforme dans K+-(K); (æ,y) et ses dérivées des 
premiers et seconds ordres sont continues dans K + (K). 
oF) pla, yj) = OF ula, y) 


9° PR EE A PP RE ET A 
Ox! Oy! Ox! dy! 


(?,720;%t+7$§2) (*?). 
dans E. 


L'existence d’une fonction a. e. peut être démontrée et sa construc- 
tion effectuée de différentes manières (*). 


(1) (4) peut être établi exactement par le même raisonnement que celui de É. Goursat 
( Cours d'analyse mathématique, t. WA, Paris, 1927, p. 181). 

(*) Une dérivée @ordre zéro est la fonetion elle-méme. 

(*) Voir, par exemple, H. Warrney, Analytic extensions of differentiable Junctions 
defined in closed sets (Transactions Amer. Math. Soc., vol. 36, 1934, p. 63-89). 


VE 
nr CE CET 
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En conséquence, si u(æ.y)—@Rf(z). [ f(z) m.g. dans E], et si 
¢(x, y) est une fonction a.e. Av(ax, y) est continue dans K + (K) et 
Au =o dans E entraine 


(6) Aetriy)=6 (dans E). 


Or (5) a été établi dans l'hypothèse formulée en italiques à la suite de 
(3), on peut donc prendre v(x, y) pour fonction 9 dans (5). Comme 


v(a,b)=u(a, b) (a dans E; Cf. 2° de Def. 2), 
‘on déduit de (5) 


(7) ant u(a, b)=H(a, 6) + fl log} s — x|Ar(x, y)0xdy, 
Æ C(E) 
pour chaque point « dans E—(K) [H(a, 6) étant donnée par (5a) 
avec o—#|]. 
Considérons l'intégrale 


(8) I(a, b) = || arg(s— a)Av(we, y) dr dy. 
CIE) 

Puisque 

(9) DA rf SEA | dans C(E)], 


on voit que I(a, 6) est absolument convergente dans E. 
Soit H,(a, b) une conjuguce harmonique de Ia, 6). Ecrivons 


(10) an (w, (a, b) —=H,(a,b) +f are(s— a) Av(a, y) dr dy. 
C(E) 
Puisque log|s— «| et arg(s — x) sont des conjuguées harmoniques, 
il s'ensuit que w(a, b) est une conjuguée harmonique de u(2, y) 
dans E, si l’on démontre, par exemple, que l’on a 
(11) a | arg|s— a|Av(x, y) dx dy =— Avr yy dedy 
Ob Vex; 2 j 


ow 
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dans E. Or, (9) donne 


| ave, y) dx dy| 


TI — 


Tiens LT. Jæz—al a| 7 
= , dx dy <b dx d 
fr. A eee | s i [= |s—a |? 


27 x 
o=f its rlcos6! Gr. 
« r=0 2) 


(114) 


L est un nombre assez grand. Ainsi (11) est vérifiée (‘). 
On peut donc écrire 


f(x) —=w(a, b)—#,(a, b). 


De là, en vertu de (10) et (7), 


(12) at f(a)=h(a)+ log(s —a)Av(z, y) dx dy 
C(E) 
[« dans E—(K); h(a) analytique dans K]. 


En démontrant (11) nous avons établi la formule (7). 


LED) dedy [a dans E— (K). 


2 


(13) an fl)(a)=h')(a) = ff 
C(E) 


THÉORÈME [. — Soit f(s) m. g. dans E. Soit (x, y) une fonction a. e. 
(cf. Déf. 2) de u(x, y) = R f(z). Alors sur E—(K) les fonctions f(a), 
f(x) sont représentables par les formules (12) et (13) (*), respective- 
ment, h(a) étant analytique dans K. 


Puisque Av(a, y) est continue dans K + (K) et en vertu de (6) on 
peut dire qu’il existe une fonction b(o) [9 — distance de (x, y) à la 


(1) La vérité de (11) dérive des théorèmes sur le passage à la limite sous le signe 
d'intégration. 
(?) La convergence absolue de l'intégrale écrite dans (13) peut être démontrée ainsi : 


1 27 L 
DIRES if Seba =of i; dr dd. 
6=0 r=0 


Zz—a 
C(E) |s—a]<L 
(*) La partie imaginaire n’est pas nécessairement unique. 
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frontière de C(E) telle que b(o) tende vers zéro avec po, et que 
(14) [Ar(æx, y}ISb(p)<b  [(x,y) dans C(E)]. 


Remarquons que Ac(æ, y) est la fonction g(a, y) du paragraphe 1. 
La fonction b(p) sera prise monotone. 


3. Problème A. — Considérons maintenant la partie non analy- 
tique, M(«), d'une fonction f(x) m. g. En vertu de la représenta- 
tion (12) (§ 2), on entend par là l'intégrale double 


(1) M(a)= log(z — a) Ae(a, y) dx dy (a dans E), 

C(E) 
où e(x, y) est une fonction a. e. [cf. Déf. 2(§ 2)| de f(«). Si la fonc- 
tion b(o)[cf. (14), § 2] tend vers zéro assez rapidement avec p, nous 
pouvons nous attendre à |’ existence de la dérivée m'"° (m22) dans E. 


Formellement 
—M™(a) Av(x, y) dx dy 
Bi Tnt Nag Gear 


C(E) 
Soit « un point /ixé de E et soit G:; la partie de C(E) pour laquelle 
jz—a|> >= (G=1,2,...). Ona(!) 


(3) SE PR CEA FRE 
et a 
(4) C(E)=G,+ Ÿ (Gui — Gi). 


1=1 


Ainsi (pourvu que certaines conditions de convergence soient satis- 
faites) 


(5) TE = en (a) +> gl 
i=t 
Ao(ax, y) dx dy ) da dy | ie A e(a, y) dx dy | 
(5a) ao (Ut (z PE. x)" : Em,i(%) = EU (2 — am 


(1) G< G’ signifie que l’ensemble G’ est contenu dans l’ensemble G’. 


130 | L +. 3 
“En vertu de (14) (§ 2) et puisque 
iz ay es (s dans G,), 
on déduit que ( DA Lt ë 
(6) {gin (or) | LE meth mes DIE) et 
Supposons que = soit dans Gi.,— Gi. On a alors 
(7) Ne Sr isa 
Sixest un point frontiére de CCE), on voit que la distance de 3 à la 
frontière de CCE) est < = Sinon il existe un cercle de centre « de 
rayon r > o à l'intérieur duquel il n’y a pas de points de C(E). Soit r 
la borne supérieure des nombres r. Nécessairement r<fz —a}. 
A l'intérieur du cercle C (centre x, rayon r) il n’y a pas de points 
de C(E). Sur la circonférence de C, il y aura un point frontière de C(E). 
La distance p de z à la frontière de C(E) ne dépassera pas en ce cas 


ts—altr<als—a [<= 


Ainsi, quand 3 est dans G;,, — G;, (7) sera valable et 


(74) P<. 55 


il suit de (7a) 
(8) |A vn y)| $19) <6(3) [(a, y) dans Gus Gy t= 4,9, «sek 
Alors, en vertu de (5a), (7) et (8), 


(9) . leme(a)|<(i jamb) mes. (Gis, — Gi) ra 
Or 


. Gt Sd LS eats 
: mes.(G;,, — G EE G = |< Gam 


C—O wn eee 


(1) Tei et dans ce qui suit « mes. G » indique « la mesure de l’ensemble G ». 


A Te 
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Donc 


(10) Dieter = + (sas. 


Si la série S,, ci-dessus converge, en vertu de (5) et (6) ona 


(104) 1M" (a)|<(m—1)! 2"Sp (a dans E). 


Puisque b(¢) < 4, on voit que la série S, converge sans aucune hypo- 
thèse concernant la vitesse d’annulation de b(¢). 


THÉORÈME Il. — Sz pour une valeur de m22 la série S,,, du second 
membre de (10), converge, les fonetions m. g. correspondantes 
[2a f(a)=hA(a) + M(a) | seront dérivables m fois dans E— (K). 

De plus, 


(11) am fo (a) = h(a) — (501 ff 
C(E) 


lo dans EF — (KK); vset, 2, ..-,ne]s 


À e(x, 7) dx dy 
(s — x) 


Dans E les inégalités (10a) seront valables 
IM” (a)[<(v—n! g"Sy (GES sec. 0): 
CoroLLAIRE 1. — St pour une valeur de m2 2 
(12) bp) <gnp + (> 0; Py2p> 0), 


les fonctions m. g. correspondantes f(x) posséderont m dérivées 
dans E —(K) et les relations (11) seront valables ("). 


En effet, (12) implique la convergence de S,. En vertu de (12), 
S, sera majorée par la série convergente 


nm 
9 \m—2+€ ae — I 
m—3 Ze ae 6 
i S « i +1) Sm of <= Sm VE 
l l 
1 th 


CorozLaire 2. — L'existence dans E—(K) des dérivées de tous les 
ordres et la validité des formules (11) (v=0, 1, 2, ...) sont assurées 


(:) Les inégalités (12) ont été données à cause de leur simplicité. On peut les rem- 
placer par certaines inégalités plus précises. 
Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 2. 17 
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quand on a 
(3) er b(p)wo pour po2p>0 (’)- 


Ainsi, par exemple, l’existence dans E—(K) des dérivées de tous 
les ordres est assurée quand b(p) est moindre que l’une ou l’autre des 
expressions suivantes :- 


1 1 
_G3a) "Ma p (e>0). 
4. Probléme B. — Supposons que C(E) soit couvert par une suite 
de domaines circulaires @;, 


(1) {3—Ai|<yi (¢=1, 2, ...; les A; dans K). 


Soit S; la circonférence | 3 — A;| = y;; les M; sont choisis de maniére 
que @;+ S; n’ait aucun point en commun avec (K)(¢=1, 2,...). Sans 
perte de généralité on peut supposer qu'aucun @; n’est complètement 
contenu dans aucun @,(t+/) (?). 

Soit Q, la partie de C(E) intérieure à @,. Soit Q, la partie de C(E) 
intérieure à @,, et sans point commun avec Q,. En général, ayant 
construit 


Qu Qu +. Qua 


Q, est défini comme la partie de C(E) intérieure à @, et n’ayant aucun 
point commun avec Q, +Q,+...+ Q,,. Ainsi 


(2) Qi< Mi (Ë—1,2,...), 
(24) NUE CE TAN ES ED) 
(2b) C(E)=Q,+ Q.+.... 

Ona 

(3) mes. QS ry? (tr ae AN 


(1) Le symbole + signifie « asymptotique ». Quand on dit que b(p) ~ ay +ap+... 
on veut dire que, quel que soit v 21, / 


b(p) = y+ a1 p +... +ay-s pr + by( 2) pv [|o,(e)|Sby pour po2p>o}]. 


Ainsi la relation (13) signifie que b( 9) ~o+op+.... 
(*) Si @; était contenu dans M, on laisserait @; de côté. 
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Dérinition 3. — Couvrons C(E) par les domaines @;. Soit 0; tel que 


o> y(t=1, 2, ...). E[(o;)] indiquera l’ensemble obtenu en enlevant 


à K + (K) les points des domaines circulaires 
(4) |3— A;|<o:; (Emma res) 
Nous avons E[(o;)]< E. Supposons que 
5 = 37? log( + ) 
(5) y= 27 log (= 
converge. En vertu de (26) et (3), on a alors 


mes.C(E))<ry’, OU fy =a AT 
Nous prendrons 


(6) Ci À Yi Win MSPATS EE 
Avec y’ assez petit et À pas trop grand on peut certainement assurer 
l'inégalité 

mes. E[(c;)] > 0. 


Considérons la partie non analytique M(«) [cf. (1), § 3]. En notant 
que 


log(s — a) = log(Ai— «) + log (1 — x=); 


i— 


il ressort de (25) que 


(7) M(a)=> ff [iostai— 2) + tog aE) [arte de dy 


Pour « dans E[ (a;)] et 3 dans Q; 


(8) je—A. |< ¥, | A:— a|2Ay:- 
D’ot 
A;— 3 ï 
(8a) | <5 <! [x dans E[(o;)], s dans Q Qi]. 


De là nous concluons que l'intégrale figurant dans (7) est exprimable 
dans la forme 


(9) ff = log(Ar— a) + Ÿ [x dans E[(c;)}], 


Q 


4 


où 


fus sya sey dedy 


my = i o(w, y) dx dy, ' 
z i 


Ù En vertu de (3) et [(14), § 2] 
toes lh < rby? (iT, aie aoe 


En vertu de (2) et elon ey @; est défini par (1), on peut déduire 
_ de (ga) que | 


DL At ve à | 
(ge) Pls ff mer dr dÿ)=2Tb ee (i= 1; a; 2} 


Supposons maintenant qu'on laisse à varier seulement dans E[(5:)] 
afin que 


(10) — B<arg(A;— x) <B ie FE MP 


on observe que, dans E[(¢,)], 


En remarquant que, a cause de (8), 


L>|A;—a|2Ay [dans E[(0;)]] 


I 
Hog(Ai— a) |< log: (je) + B*SB, log (;*- ) 


quand | A;— «|<1, et aussi que 
|log(Ai— a) |< Vlog?L + B?= B, 


quand Ai —«|>1 (dans ce dernier cas on a L'>1). Puisque y;> 0 
quand ¢—> oc, nous pouvons done affirmer que, pourvu que (10) soit 
vérifiée, — 


(11) | log( A; — a) | < B’ log (=) [x dans E[(o;)]; ¢=1, 2, .. ah 
De (96) et (11) il suit que la série 


(12) M, (a) == >) slog (A.— @) 


est majorée, dans E[(5,)] [¢/. (6)], par la série convergente en vertu 


Near +: 


3 
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de (5), 
(12a) D rbB'y; tlog( ). 


Ainsi M, (x) converge absolument et uniformément dans E[(o;)] [sous 


l'hypothèse (10)]. 


A cause de (8) et (gc) la série qui se trouve dans (9) est majorée, 
dans E[(5;)], par la série, convergente puisque À > 1, 


o 


3 we | 
(13) PS eee co anby? - 5 = Se 


V4 


On en conclut que la série double 


(14) Ma) =Y = 


=i Yi Ai 


est majorée dans E[(c;)] par 
(14a) 2 2 27 by? ———— = §,. 


S2 converge puisque 


converge [par suite de la convergence de la série (5)]. Donc M, (x) con- 
verge absolument et uniformément dans E| (<;) |. 

En tenant compte de ce dernier résultat et de celui qui suit (12a), 
des relations (g) et (7) il est possible de formuler le théoreme sui- 
vant : 


THéorÈME IIT. — Sort C(E) ayant le caractère indiqué au début de ce 
paragraphe. Soit Ei (o;)|[< E; ¢7= AY: 5A >1| l'ensemble spécifié par 
la définition 3. Supposons que la série (5) converge. Chaque fonction 
m. g. f(a), pour laquelle les conditions ci-dessus sont vérifiées, peut 
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s'exprimer dans E[(o;)]—(K) sous la forme 
(15) an f(a)= h(a) + M, (a) + M,(x) | h(a) analytique dans k], 


s 


(15a) M, (a) =>) A log( Ai— &), 


ET 


G5b). M,(«)= > roy 


f=1 at 


Les Xi, diy sont donnés par (ga)et ils satis font aux inégalités (gb), (gc). 
Les séries M,(«), M,(«) convergent absolument et uniformément st « est 


dans E[(a;)] quand [ (10) est vérifiée ]. 


Dérinttion 4. — Un ensemble G de mesure nulle, situé dans K, sera dit 
complètement régulier st, les points A; (t=1, 2, .. .) étant dans K, 


C= GiGe..; 
où G,(v=1, 2, ...) est la somme de domaines circulaires 
|z — Ai|<y!? (Frs 7er) 


Les y} (i, v=1, 2, ...) sont des nombres satisfaisant aux conditions 
suivantes : 


1° Les séries 


(16) Dr" los (55) (VERT islam) 
i=1 


convergent; 

2° VENTE, y 0 quand y —>00. 

Nous disons que f(x) est m. g. presque partout dans K + (K), c’est- 
à-dire m. g. dans 


K + (K) — O, 


où O(<K) est un ensemble de mesure nulle, si /(«) est m. g. 
(Déf. 4, § 1), dans chaque ensemble 


Ey=K+(K)—O, (v=1,2,...), 
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les O, étant des ensembles ouverts contenant O, tels que 
(He OS SAS O07, OF sane 


Si dans la définition 4 on remplace la condition 1° par celle moins 
exigeante de la convergence des séries 


Sy CETTE RES 


l’ensemble G (de mesure nulle) s’appelle régulier ('). Le théorème 
fondamental de M. Borel concernant les ensembles de mesure nulle 
est que tout ensemble de. mesure nulle est un sous-ensemble d’un 
ensemble régulier. 

Le théorème III est applicable aux fonctions m. g. presque partout 
dans K + (K), c’est-à-dire m. g. dans K + (K) — O (O de mesure nulle), 
toutes les fois que l’ensemble O est complètement régulier selon la défi- 
nition 4. La question suivante nous parait dés lors d’importance. 
Peut-on étendre le théorème de M. Borel, mentionné ci-dessus, c’est- 
à-dire, tout ensemble de mesure nulle est-il un sous-ensemble d’un 
ensemble complètement régulier? La possibilité d’une telle extension 
implique que le théorème III est applicable à toutes les fonctions f(x) 
m. g. presque partout dans K + (Be). Nous laissons cette question de 
côté. 


Tutortme IV. — C(E), E[(o;)] et les o; ayant la même signification 
que dans le théorème IIT. Supposons que la série 
(17) 2Y: 
converge. La dérivée de toute fonction m. g. pour laquelle les condi- 
tions ci-dessus sont vérifiées, est exprimable dans E[(¢;)]—(K) sous la 
forme : 
(18) at fi) (a) = hl) (a) + MEKx) 
h(a) est la fonction figurant dans (15), . 


œ co 


(18a) par (=> Yo 


it a 1 


ee ee 
(1) E. Boret, loc. cit., p- 89. 


exis : 
ae =e are 


yet 


v= OOS Nig) <anb 


Q 
: a (tnt OF tts 


NE 


7 La série (18a) converge absolument et unt formément si a est + E[(o DL. 


Pour démontrer ce théorème nous Se la relation (26). Ona — 


(19) | | Mt) (a) = aAvlay)dedy | = mie 


can 3—@ 


mo (2, y) dx dy. 


(ga)  m(a)= rea) 


Qi 
En vertu de (8a) 
I I . Ai—=z (A;— 3)" . 
a (Aja) (1 Raa) = easy (Ai— a)" 
quand z est dans Q; et « est dans E[(c,)]. Alors (19@) peut s’écrire 
(20) | | ni => (RS = — [ x dans E[(c;)]], 


où les À, sont donnés par (186). De plus 


41 
ve 


2T 
Liv < D ES sr dedyse [7 is m—'(r dr dÿ)= arb = 


7 
Or, quand « est dans 
E[(¢,)], | A;— a |2¢; FR ee 


La série (20) est alors majorée par 


La série s; converge puisque À > 1. La série double du second membre ~ 


Œ de (18a) est majorée par la série 
DC 
e > Dr — =(=vÈr) 
7 f= 1 yess . V=1 


LR _ 
a 0 


Sen 
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qui converge par suite de l’hypothèse concernant la série (17). Le 
théorème est donc démontré. 

Nous examinerons maintenant l’existence de la dérivée m'"° d’une 
fonction m. g. f(a). Les (> yi; 1=1,2, ...) ne seront plus nécessat- 
rement de la forme (6). Formellement 


an — Mi (a) =i Av(x, vy) dxdy fe . (Sees 
(m—1)! cay Se ft Lo, (z— a)" 
Quand 3 est dans Q;, jz— A;|< y; et quand « est dans E|(o,)|, 
[a — A;|>o,. Ainsi pour z et « dans les ensembles indiqués, 


he, : |s— a| > oi— Yi: 
D'où l’on conclut 


ff Av(a, vy) dxdy 


; ea oe [e=1;2...3 a dans E[(o;)]|. 


(ai yo" 


Donc la série du dernier membre de (21) est majorée, dans E[(5;)], par 
= _ror 
(22) = GaP 


Taéorème V. — C(E) et E[(¢;)] satisfatsant aux conditions énoncées 
au début de ce paragraphe. Supposons que la série (22) converge, m 22; 
Toute fonction m. g. correspondante f(x) possède dans E[(¢;)] —(K) 
les dérivées 


I™(@) (62 Fe rr 00) 
de plus, 


(23) an fo(a)= h(a) — (91)! ff ae (vy ==1, 2, .,7) 
CE) 


quand « est dans E[(5;)]—(K) (')- 
Lorsque les conditions du théorème ci-dessus sont satisfaites, on a 
(24) [Mv (a)|<(v—a)lsy [Of (22)] 


pour « dans Ef(o;)|etv=—1,2,...,m. 

Re eee 
(1) Comme nous l'avons déjà établi, (23) est valable pour y =1 dans E—(K), même 

sans les hypothèses particulières du théorème V. 


Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 2. 18 


10 
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Si, pour 7272), on a i <i, <1, la convergence de la série s,,, donnée 


par (22), sera assurée par celle de la série 
5s 2 
En ED df . 
i om 


Applications. — Soit c un nombre tel que 


k 4 

(25) ORS Cre 7 (k= mes.K). 

PES 

T 

Écrivons +e 
; k 2 

(25a) VIS Co nc mec CT Ps = &, 

ÿ | 1—+ se . 


Alors le théorème V sera applicable et E[(c;)] ne sera pas un ensemble 
de mesure nulle; en effet, puisque c, << 4, nous aurons 


mes. E[(c;)]>mes. K — mop kigatite 


ix 


En d’autres termes, l’existence de la dérivée m'*™° est assurée dans un 


ensemble de mesure positive quand y;<c'(t=1, 2, ...) et que c satis- 
fait à (25). 
Soit 
(26) VS ch lo<c=< ky cf (95a), 
(26a) Oi Ci (tra), 


où O(v)(> 1) augmente indéfiniment. Nous avons alors l'inégalité 
sm), cie Dm), 


La série converge évidemment pour m—1, 2, .... D'autre part, 


Ye 


NN ey ee 
V a autre 


tre 


\ 
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puisque c<k,, 
eo 
mes.E[(a;)]>k — x Sc! > 0. 


i 
Ainsi l’eaxtstence des dérivées de tous les ordres est assurée dans 
l'ensemble E[(a;)]— (K) (de mesure positive) toutes les fois que les y; 


satis font à (26) [les 5; sont alors donnés par (26a)]. 


5. Problème C. — Soit O; l’ensemble des points de C(E) pour les- 
quels p > = Comme auparavant p désigne la distance de z à la fron- 
tière F de C(E). Nous avons 
(1) Ci. 0a OO eee 
Formellement, l’intégrale (1) (§ 3) peut s’exprimer par la série 
(2) Mia) =D Aaa), 
ou a 

A (D= ff log(z— «)Av(x, y) dx dy, 
Ge Ay(a)= log(s — «) A v(x, y) da dy 
pore 


Soit « dans E. Pour z dans O, par définition de O, nous avons 


sde 
Ue, 


: En prenant 
(3) — B<arg(s — x) <B [s dans C(E); a dans E |, 
on obtient 
(4) Mog(s— a) | VITE = a1 + BF<B, log 7 < Bi logy 


(s dans O,; « dans E), 


pourvu que |z—«|Sr. Dans le cas contraire 


1<|3—al<L et | log(s — a) |< BY. 


1 
+ 


… 


x 


it a 


(6) lens) 


MR, mms à 


étant suffisamment grand, © 


|log(s — æ) |<B’logy (3 dans O,; « dans E; »>2), 
|log(s —a|<B’ = (« dans O,; « dans E). 


x: L'inégalité (14) (§ 2) nous donne quand z est dans 0,— O,_, ou, 


plus généralement, quand z est dans C(E) — O,_, 
I 
I -- 
B= ’ 
Puisque (5) et. (6) sont toutes deux vérifiées dans 0,—0O,_,_ 
(v= 2,3, ...), (2a) nous donne 


car alors 9 < 


coy [Av(a)|<B logy b( +=) mes. (0,— 0-4) (v=2,3,...; « dans E) 


et puisque | Ae(æ, y)| << b, et que (5a) est vérifiée 
(7a) ~ | A,(a)|< bB' mes.O, (x dans E). 
Done, si 


(8) Hogs d( 


x 


) <p (y= 2, 3,...), 


la série (2) convergera absolument et uniformément dans E car elle 
sera alors majorée dans E par la série convergente 


(Sa) S= OB! mes.0, + B’B" mes. (O,— Oy_,). 
Si c est le plus grand des nombres bB’, B’B’, 


s<cmes.C(L:. 


La condition (8) équivaut à la suivante : 


à th À q A te RS 


hb 


‘9) be) < 


Soi maintenant » > o et SUpposons que 


(10) b(p) < bi,” (0,29 > 0). 


NHR 
one : 
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Formellement . 
(11) Mim (ax) = Ÿ AY" (a), 
. ised. 

ou 5 

(114) Aa) =— (me — at ff Av(x, y) dx dy 
£ | APE (z aS a 

: (v=1, 2, ...; Oy, ensemble vide). 
On voit que 
(12) ee ye (5 dans O,3.a dans E: 55,2, ..:) 
[3 — x |" : 


et que, pour « dans C(E) — 0,_,, à cause de (10), nous avons 


\< (QPS fore RE 


(v AX ge) 


(13a) |Av(@,y)|$0(9)Sb(— 


I 


En particulier, les inégalités (12), (12a) seront vérifiées pour z 
dans 0,— O,_,. D'où, en vertu de (114), 


(13) [AGP (cœ) | << (re — 1)! » (= +) ym mes. (O,— Oy-4) 
<(m—1)! (= Ro mes.(O,— O,_,) 
(a dans E; v — 2, 5, . 
et 
(13a) | AG (a) |< (m —1)! b mes.O (a dans E). 
Or 3 (9 a2 2,.3,)...)- De là, on conclut que b,, indiquant le plus 


cent 


grand des nombres b et b,,2 


Fe 


(14) | AY™ (a) | << (m — 1)! b,, mes.(O, — CRE) Uv 
(a= <; OS l'ensemble vide; « dans E). 


Alors (11) nous donne 
(15) | Mm) (a) | << (me — 1)! bm mes. C(E) (a dans E); 


car la série du second membre de (11) est majorée dans E par la série 


Sim» — CAC) 
10% - 
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et par conséquent elle est absolument et uniformément convergente 
dans E. 
Écrivons 


(16) Wy(a)=A,(a)+...+ Ay(a) = ff tog(s — a)Av(x, y) dx dy, 
0, 


(16a) R,(a)—=M(ax) — W,(a)= log(z— x) Av(x, y) dx dy, 


C(E)—O, 
(7) donne, par suite de (3) et (9), 
(17) | Ry(a) |< B’ > log b(——) mes.(O;—O;,) (a dans E). 
HA 


D'autre part, quand pour une valeur m > o (10) est vérifiée, il suit 
de (13) que 


A I 
(17a) | Rim) (a) |< (me — 1)! Dis) mes.(0;— Oj-1) 
JV HA . 
(a dans E; v—1,2, ...). 


Taéorème VI. — Soient les ensembles O,(v—1, 2, ...) (définis comme 
ul est indiqué précédemment). Supposons que (9) et (3) sotent vérifiées. 
Les fonctions m. g. correspondantes 27 f(a) = h(a) + M(a) [h(a) ana- 
lytique dans K] sont telles que M(«) est représentable par une série abso- 
lument et uni formément convergente dans E, 


(18) | M(x)=Ÿ A, (a). 


Vat 


Les fonctions A,(«) sont majorées par (2a); elles sont donc analytiques 
(non uniformes) en chaque point extérieur à O,— O,_, ('). 

(O, ensemble vide). Si pour une valeur m> o (10) est vérifiée [(3) ne 
Pétant pas nécessairement], la représentation (18) peut être différentiée 
terme à terme m fois, les séries obtenues étant absolument et unt formé- 
ment convergentes dans E. De plus, en écrivant (16), (16a), on observe 
que, sous les conditions (9) et (3), le « reste » R,(a) satisfait dans E 
À (17); d'autre part, quand la condition (10) est vérifiée (pour une 
en SR NOTE. SENS ey ANNE SNS Et. | 

(1) C'est-à-dire, dans un ensemble contenant E. 
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valeur m > 0), le reste correspondant Ry” (a) satis fait dans E à l’iné- 


galité (174). 


Ce théoréme sera utile dans les problemes E et G. Occupons-nous 
maintenant des développements ayant quelque ressemblance avec 
ceux de l’œuvre classique de Runge concernant la représentation des 
fonctions analytiques par des séries de fractions rationnelles. Men- 
tionnons à ce sujet une étude très importante de M. J. Wolff ('). 

Enfermons K + (K) dans un carré S dont les côtés sont parallèles à 
axe réel et à l'imaginaire. Soit / la longueur d’un côté. Par des 
lignes parallèles aux côtés de S nous subdivisons f en n° carrés, 


ME 1,-.-, Rr’), la longueur d’un côté de 5, ; étant 4 —. Soit 
(19) Py” (este MANS) 


l’ensemble de ces s,;(2=1, ..., n°) qui ont des points communs 
avec O,—0O,_,. La partie de O,— O,_, située dans P; sera désignée 
par Gy”. Ainsi 

Mnyy 


[2 
(19@) O,— Ova eas (mes. Gps a) 


f1 
Enfin, soit 3°" un point quelconque dans G;”. 
(2a) nous donne 


770 


(20) A (a) =Y ff jos — avta ndrdy. 


En utilisant la définition de l’intégrale de Riemann on peut écrire 


(21) | A,(æ)—=hmR}"(x) (x dans E), 
où 
(21a) RY"(a) a>, log(z}"— «) Ap(z}")mes.GŸ" (*). 


1—=4 


a 


A ur 
(1) J. Worrr, Sur les séries Ÿ = mare (C. R. Acad, Sc., t. 173, 1921, p. 1327-28). 


Runge et Wolff s'occupent tous deux dés fonctions analytiques et intégrales curvilignes. 


v 
(2) of 2h") = oi, yi") où zp" = apt VE 


it 
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mes. Gr" ff dx dy, 
| a id 
i 


Mn,y 


(22) A (a) Ra) = ff "(2 à) de dy, 


it i 


En observant que 


il s’ensuit que 


ou 
(22a) Ty" (3, «) =log(s — a) Av(x, y) — log(s7"— a) Av(s}”) 


Nous allons obtenir maintenant une inégalité relative à cette fonc- 
tion. Certaines inégalités auxiliaires seront d’abord établies. On a 


(23) |s— a)" |S (s dans Gy”). 
Ecrivons 

(24) Av(z, y)=Av(sP") + hy, 
(24a) log(s — «) = log(s¥"— a) + gr. 


Puisque Av(x, y) est continue dans la région fermée K + (K) 


(25) LAN ses [conséquence de (23); &,— 0 quand 7 |, 


¢, est indépendant de 3, z, v. Puisque 3°" est dans 0,— 0... et par 


conséquent est aussi dans O,, nous obtenons, d’après la définition 
de O,, 


sj" — | > - (a dans E; :=1, ..., may); 
il suit alors de (23) que 


Va = 
“; ~ 

Fr i 
(29a) = 
oi? — D 


= vale (s dans G/"; « dans E). 
Prenons n assez grand de sorte que 
-,v 
3 " 
Val- SA<i 


On peut alors exprimer la fonction g’” [de (24a)] sous la forme 


AX 3 oni -V,n a Ne 
er = log — — a IE ESS 
ap" —a had r By" — a 


ALES 
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(z dans G}"; « dans E). (25a) et les inégalités suivantes nous donnent 


-V,n : 

3; z ie, N 

(25b) a < [5 > N<Vyalhe 
S; — =a 


(z dans G}"; a dans E.) 
D'autre part, puisque 3°" est dans C(E) — O,_,, c'est-à-dire puisque 
la distance de z;” à la frontière de C(E) est =. 


FAURE 


(56) Arts) SG) ——) Gsm) C0) 


Enfin, en vertu de l'inégalité suivant (25) on a, si (3) est vérifiée 
(25d) | log(s7"— x)| <2” log(v +1) (a dans E). 

La substitution de (24') et (24a) dans (22a) donne 

(26) Ty" (3, &) = log ( sj" — a) hp + Ao (spt) gp" spr hp”. 


D’ou, en conséquence de (25d), (25), (25c) et (256), 


(26a) |TY"(s,a)|<l, nA" log(v +1)en+ o( va 22! = + Van ~ ep 
(Ea, 25,05) 4 Rin. yn Sedans G’”; a dans E); 
l,, est indépendant de 1, 3, a et 


(266) hr 05 


il suit de (26a) et (22) que, pour à dans E, 


| Ay(a) — Re) ¥ ton fl dz dy = l,,,mes.(O,— Oy_,) = 4,2. 


1 
Par suite de (266) il existe une valeur n — n, telle que 
I ; 
ne aL re): 
Cin v2 (/ I, ) v) 
Ainsi 


(27) | Aj(a) — Rim (a) |< iat cts, ma dans E). 


(*) Lei p}>* indique la distance de 2)” à la frontière de C(E). 
Ann Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 2. 19 
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Ecrivons | 
(28) Ty (a) = Res (at) + RY (a) +... RI (a). | 
On a alors [cf. (16)] : . 
(49) |W.(2)—Ty(@)| SD I A;(a)— Wi (a) |< (# dans E). 

Far 


(16a) et (17) donnent, si (9) et (3) sont vérifiées, 
| M(a) — Wya(a) |< - (x dans E; v(¢) +o, comme ¢-> 0). 
Par suite 


(30) |M(a)—Tya(a)|<|M(«) — Wai (2) | + | Won (@) — Pv (@) |< 5 AT 
(x dans E). 


mn 


M(«) est donc la limite de la suite {T,,(x)}, convergeant uniformé- 
ment dans E [ pourvu que (9) et (3) soient vérifiées ]. 

Supposons maintenant que (10) soit vérifiée pour une valeur m >0o. 
Nous employons encore la notation introduite par (19), (19a); 
(11a) donne 


Mn y 


A v(a,y) dz Av(a, y)dxdy 
(m) — — — 
(31) AG (a) =— (m oy ff. Dr 
En employant la définition de l'intégrale de Riemann, 
(32) AY” (a) = limR}"(x) (x dans E), 
(32a) : Ra) =— (me) EL mes. 


ist 


La comparaison de (21 @) et (32a) nous montre que 


(33) | Ra) = So Rw n(x). 
De plus 
(34) AY(a) — Rua) = Y ff Tals, a) de dy, 


I 


(344) Trin (3,%) =— (m—1)! ji ae | 


(3— a)" 4e (33 — ayn 
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Au lieu de (24a) nous écrivons ('). 


a Me uae D ia 
( ) | ; (z = am (sy cant a yr 4 Oi,m 


Comme auparavant supposons que n soit asséz grand pour que 
l'inégalité qui suit (25a) soit vérifiée. En conséquence de (25a) on a 
alors, si z est dans G’” et « dans E, 


(3 — a) = (2)"— à)" E = (ce ss JE 
x i AE 
be 


52 . 
era) m( Seay 
Pare Niele J sh g 
j=0 ; 
et 
(z Zs a} — (2; pats cime 


L 1 . 
= (57"— a)" eee De m(m+i)...(m+o—:1) ol her Ae 
i ap — a ro! By" — 


G=1 


Ainsi la valeur absolue de la fonction (36) est moindre que 
| ay" — a "Val gim(2) (z dans G}”; a dans E). 
Par l’emploi de l’inégalité qui suit (25) on obtient donc 


ae yar 


(36) |(s—a)-™— (2"— "|< gn (V2 


(s dans G}-”; a dans E). 


(35) et (36) entrainent 


m+ 


lei =(m = 1)! V2lgn(à) | 


(37) [Ein | < 8m 


nv 


si z est dans G)” et « dans E. 
En substituant (24) et (35) dans (34a), il vient 


—(m—1)! : : a 
(38) Ten (4 — «) = Gray hyn Av(sp") gi spn hz. 
[A 


Simi 


(1) On 2£en.= Tam bi 
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Or | s0"—a|-"< v" (a dans E); il suit alors de (25), (25c) et (37) 

1 ; ymrt ? vr+i 
(38a) |Trs, a)| <lvnm=(m— 1)! ue, + b () Em + 8m a En 


(¢=1, ..-, May; 3 dans Gp"; & dans E). 


On peut voir immédiatement que 


(38d) lim Ly n.m== 0- 


(34) et (38a) entrainent pour « dans E, 


( 39) | NOD (ot } = Re (a) | =. nema ll dx dy ESS mes. (Oy, care be — ae ae 
; GY)" 


A ‘ 


En employant la relation (33) et un raisonnement analogue au préce- 
dent portant sur les relations (27), ..., (30), nous arrivons a la con- 
clusion que, dans le cas où (10) est vérifiée, nous avons 


(40) | Mtr) (a) — PY (a) | < Emi ps dans E; him a= id à 


Tuéorime VII. — Sozent les ensembles O,(v=1, 2, ...) définis comme 
il a été indiqué. Supposons que (9) et (3) soient vérifiées. Toute fonction 
m. g. correspondante 27 f (a) = (a) + M(x) | h(a) analytique dans K | 
aura sa partie M(«) représentable, dans E, comme la limite d'une suite 
de fonctions uniformément convergente. 


(41) Ty (a) =) Av; log(Av;— à) Arras): 
j= 


les A, sont réels; les A, ; dans C(E). 
Supposons que pour une valeur m > 0, (10) soit vérifiée. Alors 


(12) TY” (a) —> Mi) (a dans E; v >) 
uniformément. 
Note. — Si b(p)~ 0(e,2¢ >0) dans le sens spécifié précédem- 


ment, la représentation (42) sera valable pour m=1, 2, .... On doit 
aussi remarquer qu'un examen de l’origine des A, ; [ cf. (21a) et (28)] 
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eR 


nous mène à l'inégalité 
my 


(43) S'hvsl<bmes.C(E)  (v=1,2,...). 


pet 


x Bien entendu une recherche plus précise sur les représentations du 
“ théorème VII est possible, mais nous ne la ferons pas ici. 
Supposons maintenant que (10) soit vérifiée avec m2 2. En écrivant 


Le L — Ay 
| s=a—=(s— ap)lr—- , 
eo 5 — %& 


on obtient 


I = (2—a,)! (GEE Ci 
a — ee 
s—a d(s — a) +! (s — & )"*(s — à) 

i=0 


Supposons « et a, dans E. Nous avons 


" Av(a)yjda dy 


LM Cal — - 
C(E) pis 
m—?2 A 1 / 
scifi V(2, vy) dx dy 
= y — (a = ato)! \ 7) i+ = (a kg Ve Vin—1(%), 
Gans 
=, 2’ C(E) 7 v 
ou 
(bha’ oe : Av(a, y) dx dy 
ja) Dre ess 
ol eipy 63? ee Sy 
Or, a cause de (10), 
(mn , Av (HA) (y ; 
rar En) + Som) 
PE i+ 
/ C(E) (3 ay) rl: 
Ainsi 
m—2 
Mi'+1)( a, ) 


(a — ay) + Pina LH) (A — Lu eas 


(45) M(x) = Ÿ — 


roost) 


Bornons |r,_1(x)|. Écrivons 


= PT UT. v) dr dy 
Fin (x) => TN CAE SA CO If Cre ce yin (re à) 


as’ DOs à 


ME 


(Oo; ensemble vide). En tenant compte de (12) et (12.4) el de la 
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remarque qui suit on déduit que, « et «, étant dans E, 


I I 


(46) remis | Tao (z dans O,— O,_,; v—=1, 2, ...), 


(46a) |Av(a2,yv)|<Bn(v—1)-™ (z dans O,— Oy_,; v=2, 3, ...). 


De là 
v 
v— 


| rm,y (oe) | < bn ( =)" mes. (0, FRANS Ree EE 


et 
| m1 (a) |< b mes.O, (a dans E). 


Ainsi pour « dans E 
(47) $ | 7m—1(@) |< Bm mes, C(E) [o,.= max. (bd, En 2*)]. 
Le fait suivant est donc établi. 


St pour une valeur m2 2 (10) est vérifiée et si 27 f(x) = h(a) + M(a) 
[AC a) analytique dans K] est une fonction m. g. correspondante quel- 
conque, M'')(«) sera représentable dans E par (45), «, désignant un 
point fixe de E; le reste satis fait à l'inégalité (47). 


Dans le cas 6(¢)~o (au sens ordinaire, c’est-à-dire avec une 
infinité de termes), M(«) est indéfiniment dérivable dans E, et 


(48) Ma) MR (ea) (dans E), 
i=0 

avec une infinité de termes ('). Quand b(9) Wo avec m termes (m22), 
c'est-à-dire quand | b(p)|<b!,6", (48) est valable avec m—1 termes 
[ce n’est qu’une autre manière d'exprimer que (45) et (47) sont 
valables]. De plus, il est intéressant de noter qu'il y a un rapport 
étroit entre la borne supérieure du reste de (45) [cf. (47)] et la cons- 
tante b,, figurant dans la condition (10) (°); b,, entre aussi dans une 
inégalité relative &|M'”(a)| [ef. (15)]. Cette dernière circonstance 
peut s'exprimer ainsi. 


—_—_—_—_—_—_—— mm 2 
(1) La série figurant dans (48), dans le cas d’une fonction indéfiniment dérivable, est 
généralement divergente. 


(?) bn est, bien entendu, une borne supérieure pour le reste (après m termes) dans la 
relation asymptotique b(9).~ 0 = 0 + 0, p+... (à m termes). 


NEO 
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_ Soit K(b,, 6,, ...) la classe de b(e) de sorte que (10; m=1, 2, ...) 


_ soit vérifiée. Soit C(B,, B:, ...) la classe de M(«) telle que 


| Mv) (a) | <(m—1)! "Bm (a dans E; m=1, 2, ...), 


où À peut être différent pour les diverses fonctions M(«) de la même 
classe. Si b(p) appartient à K(b,, b,, ...) les fonctions m. g. corres- 
pondantes 27 f (a) = h(a) +M(«) ont leur M(x) de la classe C(b;,,b,, ..-). 


6. Problème D. — Nous employons la notation introduite au com- 


mencement du paragraphe 4. En particulier, rappelons que E[(5;)] est 
un sous-ensemble de E satisfaisant à la définition 3 (§ 4). Tout d’abord 
supposons que | 


(1) dr converge; oj= ÀY: Ch i Es bate) 


Soit E! faisant partie de E tel que |z—A;|20,. Ainsi E — E[(o’)|. 
Ici Z(5:) converge, tandis que 


Lente (état 2 2); 
Ti T 
(2) 
Wt 9 (quand v-> 0). 
TyTv+1 | 
De plus 
(2a) Sb<e wana.) 0. 


Soit AB un arc dans E’. Soit a sur AB et C, un point dans E tel que 
tous les points du segment rectiligne (C, %) soient dans E'. Ceci, en 


gee cs 

général, n’est pas nécessairement vrai pour tous les points a de AB. 
Le point représenté par C, sera désigné par C. 

A chaque entier v >o on peut associer des segments CB,, 


CA! [B;, A! sont sur AB, de part et d’autre de a |, de sorte que les 
points A, Aj, %, B,, B sont sur AB dans l’ordre indiqué [ A (ou B) 


UT: i 
(*) C'est-à-dire, la série D XL converge assez rapidement. 
Gr 
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‘ gn 7 
pouvant coincider avec A, (ou B,)] et que l’angle A,CB, soit le plus 
grand angle [contenant (£,, %)a l’intérieur] ne contenant a l'intérieur 
aucun point des régions . 


(3) |s— Aj| So; (fera SE 


Un tel angle existe puisque, par (2), croit = ry 25 8.5) -etique 
(Co, &) est dans E. 

Si CB, est dans E[(a;)] le point B, sera désigné par B,. Dans le cas 
contraire CB, coupera au moins une des circonférences S:(5), 


(4) |z — A;i|— 0; (= 


Soient S,. (0) Gre vir==1,2,...) l'ensemble de toutes ces S;(s)(t > v) 
pour lesquelles les deux conditions suivantes sont satisfaites simulta- 
nément : 

1° S,(c)a des points dans la région ouverte I’, limitée par B, Cx, By. 


aoa 
2° Si CQ (Q sur l’arc 2B.) désigne un segment quelconque pouvant 


être tangent à une ou plusieurs des circonférences S, (a) mais ne cou- 
pant aucune d’elles, il n’y a pas de S, (c) dans la partie de F, située 
entre CQ et Ca,. 


Nous définissons alors CB, (B, à l’intérieur de l’arc a, Bt) comme le 
segment, issu de (, qui est tangent à une ou plusieurs des circonfé- 
rences 8,(¢)(r=1, 2, ...) mais qui n’en coupe aucune ('). Or CB, est 
nécessairement dans E. En effet, par suite de la manière dont la cons- 
truction de I’, a été faite, CB, ne coupe aucune S;(5)(t£v), puisque ces 
circonférences sont extérieures à I‘,. Si CB, coupe une S,(c)[ 0’ > v; 
U#~u, (r=1,2, ...)], par définition même de l’ensemble {S,(c)} 
(r=1, 2,...),5,(a) lui appartient; ceci est contraire à la condition 
Vu, (r=1, 2, ...). Ainsi CB, est dans E; de plus, parmi tous les seg- 
ments issus de C (dans TV) et situés dans E, CB, est celui faisant le plus 
petit angle avec CB;,. 

Considérons un cercle |s — A;]—5;. Le point C est à l'extérieur du 


(1) L'existence et l'unicité de CB, seront établies par la suite. 
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cercle |s — A;| = ,>> 5; ou sur sa circonférence. L’angle sous lequel 
le premier cercle se voit de C est inférieur ou égal à l'angle Ui, sous 
lequel on voit le cercle |s — A;|= 5; d’un point de la circonférence 
de |z —A;|=9;. Ona 


(5) Ji 2aresio (7) aie 
Gj Cj 
La série 
(6a) mo — 
Gj; 


fit | 
converge par suite de (2a). Supposons s< 27; alors 
> Wi< s<an. 
t=1 


Cela assure l’existence de segments issus de C et situés dans E quand 
Cest dans E’. En employant (5) nous déduisons que 


Ainsi, par suite de (1) et (24) 


FOR ere 
(7) B,CB,< rs 5 : (HS ae yer 08 


Met 


Considérons maintenant l’angle «,CB,. Il existe une circonférence 
|3— A;|= oi(E£v) qui est tangente à CB,. La droite (Ca,) est tangente 


ou extérieure à |5—A;|— 5;(> si). Nous avons 
AS 
(8) a, CB,2 > 
où y est l'angle formé par CB, et la tangente issue de C à |3 — A;|=5 
de sorte que 
3 gd; : Gi a oa T Gi 
— ar aes en a oe Ae ee 
Ca) = E> Th bo Sl AR) 2 [AK 
I T Gi oj)’ | Te RE 
= À NL gee as M—1—-0>0; cf.(2) |: 
a. | Ai— Go | “i(: 2 a3 | A.— Go| Oe: 2 J L 
20 


Ann Ec. Norm., (3), LV — Fase. 2. 


11 
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L indiquant le diamètre de K, il suit de (8) et (8a) 
(8b) 4, CB, > Ayo (a= B; quelque ts »). 


D'où, en vertu de (7)et(8b), 


oe PRES ij fou c. 
a, CBy= a, CB, — É CB, > 1,9; — ns! are %kjos — ts’ 


J 
V4 Ov44 


4 


(ay = le plus petit des nombres 0°, 9,,...,0,). 


Pour simplifier (mais ceci n’est pas essentiel) supposons que la suite 6! 
soit monotone pour 72z,. On peut prendre alors 6,— a, (pour y assez 
grand). En tenant compte de (2), il vient 


(9) as CB, > of | 2, — m8 AE [4 rea 
9 0 v v 1 (a oy) LUN = 
pour y2 v, (v, assez grand). 
De même, il y a un segment CA, dans E[(c,)] entre Ca, et CA, tel 
que 


FÉES 
(ga) % CA, > hyo, (v2w). 


. i . . ri 
Soit CD, (D, sur AB) la bissectrice de l’angle A,CB,. Supposons, par 
exemple, que CD, coincide avec Ca, ou se trouve entre Ca, et CB, (19. 
Soit 9, l'argument de CD,. Quand x est sur Ca, [c'est-à-dire sur (C,, a)], 
ona 


— PRES ASE Rx 
_ arg {(a—¢,)e¥—?} — D,Ca,— D,CA,— a, CÀ,. 
Écrivons : 
PL 
(10) B,CA,=7K,,. 


Nous avons alors 


A ~nKy; 


2 


et, en tenant compte de (ga), 


ae Ke 
(11) arg (a —E)e TR < _ fia, [a sur (f, &)]. 


— 


» : 424 
(1) Pour fixer les idées nous Supposerons que l'angle de CB avec Ca est moins que 
celui de CA. 


HE TS 
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Une inégalité analogue sera valable quand CD, se trouve entre Cas 
et CA,. D'où 


1 


arg {(a— to) 10 F< EE 


Tr K, [a sur (Coy %o)]- 


(11 a) 


Désignant par 9. l’angle du premier membre de (11a), on obtient 
(pour v2 v,; v, assez grand) 


[a sur (fo, %)]- 


(12) cosps,y > cos (G — sik sey = sin fats 
2 hy 


¢ . 


Considérons maintenant la fonction g,(«) du type employé par 
M. T. Carleman (‘) dans son étude des séries de la forme Ÿ —— ne. 


(13) ; qv(a) = elaine ei [cf. (10)]. 


Dans le cas de M. Carleman il était possible d’employer une seule 
fonction de la forme (13). Dans le problème actuel la fonction (13) 
varie avec v. 


Pour abréger nous désignerons par I’, le domaine ouvert limité par 
A, CB, A,. Le contour limitant T,, sera indiqué par (T,). 


On remarque que g,(x) est analytique dans F,. De plus, 


arg(« — Co) — + ~mKy (x sur CA,, CB,). 


D'où 
(14) ata)l=: (sur CA, CB), 
et 
(aha) PRES AG Sree wwe KB.) 


Ay 


B— Qy 


(1) T. CARLEMAN, Sur les séries D (C. R. Acad. Se., t. 174, 1922, p. 588-591). 
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R désignant la plus grande distance de C à AB; de plus, (12) entraine 


[at À custa,» ah, ¢ 
(14) PACE CE lg OS CEE) 


pour « sur (Lo, o)- 
Nous avons, pour « dans E[(5;)][c/f. le théorème IV, § 4], 


— Av(x,y)dxdy _ 


(15) MU (œ) = se B,(a) + R,(x), 
C(E) eae 
ou 
= APS dx dy 
| ms f RCE, 
a A dx d 
— rx ( æ, 7 x 
R(a)= = 22) >. 
iv" Qi 
Ici Q; est une certaine partie C(E) à l’intérieur de |z— A;|= yi; 


QQ,=o0(t4/); C(E)—Q,+Q:+.... Quand 3 est dans Q; et « 
dans E[(<c;)], 


pe Ai] <= TS |a—Aj|29; 
et 
(16) |s—a|>a— y= —1)yr 
De (15a) et (1) nous concluons alors pour « dans E[(¢;)], 


(17) Roa) <b ff | een tas Use 


i>v Qi ty 


dx dy 


puisque mes. Q;<zy;. Or la série (1) converge plus rapidement que 


i. 


di 


En vertu de (2a) le dernier membre de (17) est moindre que 
b'Y,,,. Aënsi 


(172) [Ry(a)|<b'y.4. {a dans Ef(o;)]}. 


Or, AB est situé dans KE’ et par conséquent dans Ef(o;)]. Le 
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contour (I) est dans E. D’où 
(18). Ja — A; |20; (eat, 2). 203 our (Ts) 


Puisque les circonférences S,(c) (i =1, 2, ...,v) sont à l'extérieur (*) 
de T',, on déduit de (18) que 


(18a) [a—A,| 20,  [é1,2,...,v; dans [+ (T,)]. 
Nous obtenons une inégalité semblable a (16), 

(19) Js—al>Q—-1)y  (é=r2,...,v) 
pour z dans Q; et « dans I+ (T,). D'où [ef. (15a)] 


(20)  |By(a)| <bŸ hes 


[a dans F,+ (Ty)]; 


v n 
Tb TH 
< Dre; bre! 


i=4 i=1 


(20) est aussi valable pour « dans E[(o;)] [e/. (26)]- 
Supposons que M'') (a) = 0 sur AB (15) et (17a) nous donnent 


(ax) | MO(a)—By(a)|=|Rv(a)|<o' ve. La dans Bf(o))]} 
Si à est dans E’{ = E[(c),)]} nous obtenons au lieu de (16) 
(22) 1s —al>o— ye", (o> 0; 5 dans Qi), 

et une inégalité analogue à (17), 


une 5K 
[Ry(a)(<5 >) 457 (dans E)- 
tS. 
(2a) donne a fortiori (?). 
(23) | Ry(a)| < 0" LE (a dens E’). 


+1 


TR Jo 
En particulier, avec M'')(~) = 0, sur AB et AB dans E’, on a comme 
7" —— 
(+) Quelques-unes des S;(a)(i<v) peuvent être tangentes à (Tv). 
(2) Puisque vi —>o (quand >) plus vite que - Ê 
oF L 


aa 
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conséquence de (15) 


(24) |By(a) | =| By(a) | < 0" (a dans AB). 


‘ 


Formons la fonction (comparer avec la méthode de M. Carleman) 
(25) W,(a)=B,(x)g$(x) [o réel; cf. (13)]. 


W,(«) est analytique dans T,, et continue dans V,+ (T,). De plus, à 
cause de (20) et (14), puis de (24) et (14a) 


(26) | Wy(a)|<A (a sur CA,, CB,); 
2 Se 
(26a) | Wy (a) |<" LE erty [ sur A,B,; cf. (14a)]. 
v+1 
D'où l’on déduit que, pour « dans F,, 
(266) | Wy(a) | <A + D" tt ee. 
Ovi 
Par suite, en vertu de (25) et (146), 


(27) | By(a)|< [A + or Fest eos | ones [cf. (14a), (146)] 


si « est sur le segment (C,, «,). Or, ¢ > 0 est arbitraire. 
Si la condition (30) ci-dessous est vérifiée, 


ak ay” ie R 
> ns et ok —Cav< p—0 av, Ea 2 
(27a) a2ay = - K, °° ’ pa Serre (= 2 2>e). 


À . CAE on _ . I Ë 
Définissons 6 — 0, de manière que e~°*”" = —— où 9(v) > wave v. 


Alors me 
eve [9(v) fre 

Il suit alors de (27) 

(28) fine (a) NT) Loe 


quand 


(29) wt e(¥) F< B' (v=1,2,...), 


oS 
at Hi . 
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pourvu que « soit sur la partie de (C,, «,) vérifiant 


(30) ; 1S 


(14a) et (27a) entrainent 


/ 
ayo Ty 


= ( 


puisque K,<K. En conséquence de (10), (9) et (ga), il vient 


oa APS 
TK,= «CB, + «CA, > 2h04 


et 
I K’ 
are 
De la 
Cy a’ + be 1 
Et Le [= (8)*] 
Ainsi (29) est valable si 
gT 


v2 a 5 | 
(31) mgs di ie HR (a ves, Oe, 4) 


V+1 


Soit m(v) une fonction positive telle que 


(32) m D) RÉ 
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converge et rm < mes. K. Alors en assujettissant les 0, à la condition 


(32a) Anne 


m(y) 


des ensembles E'= Ef[(o;)] peuvent être construits de sorte que 


mes. E > 0. 


En vertu de (32a) le premier membre de (31) est égal ou inférieur à 


vla m(v +1) 9(v)em™gn™, 


Ainsi, une inégalité de la forme (31) est satisfaite quand 


(33) ru < bom 2 (v +1) dr) Mg" Freeroue 
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(33) impliquera donc (28), pourvu qu ‘une inégalité du type (30) soit 
véréfi ae ée. 


AB étant dans E = E[(a;)], soit x, un point quelconque sur AB tel 
qu'il existe un segment (a, C,), sttué dans E, qui soit limite, des deux 


côtés, des segments (C,, 8) (8 sur AB) qui se trouvent dans Ef(5;)]. 
R Pré max. |C,—6|, soit (a, B) la partie de (a, Co) sur 
laquelle (30) est vérifiée. L'ensemble des points à (nécessairement dans 
E’), appartenant à quelque segment (a, Bo) de la nature ci-dessus, 
s‘appellera un ensemble g'-connexe du premier ordre contenant AB. 
Prenons un segment quelconque (a,, 8,) de l’ensemble ci-dessus et 
faisons-lui jouer le rôle de AB. Soit «, un point quelconque sur (ao. B,) 
tel qu'il existe un segment (x, C,), ‘dans E’, limite, des deux côtés, 
des segments (¢,, 8’) [B' sur (x. f,)] qui se trouvent dans E[(c;)]; 
soit R''’ = max. |{, — 8"| et désignons par (~,, B,) la partie de («,, ¢,) 
pour laquelle 


Sg’ [quand x est sur (a, B,,)]. 


Tous les points « qui appartiennent à un segment (2,, Bo) ou à un 
segment (a, 3), seront dits constituer un ensemble g'-connexe de second 
— 
ordre contenant AB. 


Nous définissons donc, pas a pas, les g’-connexité d’ordres 1, 2, ... 
D ame 
pour les ensembles contenant AB. 


DÉFINITION 5. — Un ensemble Fg, contenu dans E —E[(5)] icy. 


Déf. 3 ($ 4); 95, > 4, | s appellera un ensemble g'-connexe contenant AB 
st pour chaque point « de Fg, on peut affirmer ce qui suit. Il existe a, 
pes, 


sur AB et une ligne polygonale dont les sommets successifs sont 


? 2 3 v v 
Ao, Los Ay, Lys “Gon? Xo) By, 


le point x étant sur le segment (a, BY). (to, «,) est un sous-segment 
d'un segment (2.8) appartenant à un ensemble g'-connexe du premier 
ordre: (%,, %,) est un sous-segment d'un segment (x, 8) appartenant à 
un ensemble g'-connexe du second ordre, etc. Enfin, (x, BY) est un 
segment d'un ensemble g'-connexe de »-ième ordre. 


COR 
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_ Note. — La g’-connexité est définie par rapport à deux ensembles, 
E[(¢;)] et E[(o;)]. 


Nous pouvons dès lors formuler le théorème suivant : 


Taéorème VIII — Supposons que C(E) soit couvert par un ensemble 
de domaines | 1 ; § 4] avec 


1 
(34) pee a b, m (y En 1) d( y rity ge) — t(v), 


où M(v) est une fonction de la nature spécifiée par (32) et Y(v) 21 tend 
vers l’infint avec y, mats lentement. Cette raréfaction de C(E) (cf. § 1) 
est suffisante pour assurer la détermination unique de la dérivée pre- 
mière f(x) d’une fonction m. g. par les valeurs de f\"(x) sur un arc 


AB dans E'= E[(¢;,)] [e/. Déf. 3 (§ 4)]; icio, = te 1,0, wang he 
La détermination unique aura lieu dans chaque sous-ensemble Fi de KE, 


g'-connexe contenant AB (cf. Def. 5). Ici g’ (> 1) dépend de g. 


Note. — Nous n’avons pas donné de méthode « effective » permet- 
tant de construire la dérivée d’une fonction m. g., dans Fq, à l’aide 


des valeurs de cette dérivée sur un arc AB. Le théorème doit être 
entendu au sens suivant. Parmi les fonctions m.g. f(x), pour 
lesquelles C(E) satisfait, aux conditions du théorème 8, il n'existe 
aucune paire de fonctions, /,(x), /,(x), pour lesquelles on ait 


ba y== f(x) Sur AB, tandis que /,(«)</.(@) sur Fg. 


7. Probléme D’. — Nous employons les notations du paragraphe 6. 


Considérons encore un arc AB dans E’= E[(a;)] et supposous-le 
rectifiable. Si nous voulons trouver la rarefaction de C(E) qui entraine 
la détermination unique de /\')(~) (dans un certain sous-ensemble 
connexe de E’) par les valeurs de f(x) sur un ensemble À situé 


PASS 1 
sur AB, nous sommes ramenés au problème D, toutes les fois que A 


est partout dense sur quelque sous-arc de AB. Par conséquent nous 
supposerons que À est fermé et nor dense sur AB et de plus qu'il con- 


tient au moins une infinité dénombrable de points. Soit C(A)— AB — A. 
Ann. Ec Norm., (3), LV — Fasc. 2. 21 
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C(A) comprend une infinité dénombrable de sous-arcs de AB, ouverts 


non empiétants et partout dense sur AB. Les points isolés de A sont 
extrémités communes d’arcs adjacents de C(A).. Les autres points 
de A se divisent en deux espéces. 


1° Points intérieurs. Ce sont ceux qui ne sont pas extrémité d’arc 
de C(A), mais qui sont points limites d’extrémités des deux côtés. 


2° Points semi-intérieurs. Ce sont ceux qui sont extremité d’un arc 
de U(A) et limites, d’un seul côté, d’extrémités d’arcs de C(A). 


On pourrait traiter le problème D’ par une méthode différente de 
celle employée dans le paragraphe 6. Nous ne le ferons pas et il 
conviendra d'introduire la définition suivante : 


La borne supérieure des longueurs des arcs de C(A) s’appellera « norme » 
FER 
de l’ensemble À, non dense sur AB. 
Il n’est pas difficile de voir que, étant donné ¢(>0) (st petit 
soit-il), il existe des ensembles non denses À dont la norme est Se. Les 


ensembles A peuvent être dénombrables ou de mesure positive ou 
nulle. 


Soit a, sur AB, (cf. § 6) supposé point « intérieur » de A. A; et B;, 

LS . . . . . iat 

sur AB, ayant la signification indiquée dans le paragraphe 6, À,,,B,., 
x , A QUE 2° a NS PS 

est à l’intérieur de A,B, (—=%,v%+1,...) (A,B dans AB); tous les 


as k FA À FR 
arcs A,B, (v2y,) contiennent «, à l’intérieur et la longueur de A,B, > 0, 
quand v > æ. 


Dérnirion 6. — La subdivision de AB ci-dessus sera désignée par le 
symbole Das, AB). D'autre part, C,(A) indiquera la partie de C(A) 


FAR En 
située dans l'arc ouvert A,B,(v2v%)("). 


Dérinirion 7. — Soit 2, la borne supérieure des longueurs des arcs 


(1) Pour être précis nous prenons vy aussi petit que possible. 


ORS 


aa 
ae 
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de C,(A) (') (v=o, Vy-+1, ...). Soit À, la norme de A, dans AB 
[c'est-à-dire la borne supérieure des longueurs de tous les arcs de C(A)]. 
Les nombres À; (i= v5—1, Vo, Vo +1, ...) Ss appelleront les « nombres 


a 

caractéristiques » de A, par rapport à A(a,, AB). 

On remarque que 
(1) pd crea ve 20 783 limi,= o. 

v 
r Pay be: eae , 4 

Lemme. — Étant donnée une subdivision Da, AB) (cf. Def. 6) et 
une suite non croissante de nombres tendant vers zéro, 
(2) Bp eye Elo 0 ey 0s Ba Vo ty Ver Vor Fy rap 


il existe des ensembles non denses A (de mesure positive-si l’on veut), 


pour lesquels a, est un point « intérieur » et pour lesquels les nombres 


ES 
caractéristiques (cf. Déf. 7) À, par rapport à Da, AB), satisfont aux 
inégalités 
(3) ÀyS Ey (v2v,—1). 

5 : 7 Ce Re. LATE 4 
Soient A,_,, Ai,_, des ensembles non denses sur AA,,, BB, respecti- 


vement, dont les normes sont inférieures ou égales à ¢,_,. Plus 
généralement nous construisons les ensembles 


(4) Ay, 8 RP AS EE A À 


ET LIRE, ; : ; 
non denses sur A,A,,, et B,B,,, respectivement (de mesure positive, 
si l’on veut; ou formés d’un nombre fini de points), dont les normes 


sont égales ou inférieures à ¢, CF Ver Va ire BE 
L'ensemble 
(5) A= Ÿ [A+A] 
V=Vo—1 


Ea ‘ 2 
sera non dense sur AB. On peut s'arranger pour que a, soit un point 
«intérieur » de À et pour que À soit fermé. Si chacun des ensembles 


ETES 
(1) Ainsi À, est la norme de la partie de A située dans A, By. 
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[(4); v2v— 1] est formé d’un nombre fini de points, l’ensemble A 
sera non dense et dénombrable, avec «, comme seul point limite 
(a, sera un point intérieur de l’ensemble). sc 
C,,_,(A) indiquant l’ensemble de tous les arcs de C(A) dans AB, on 
voit que la borne supérieure des longueurs des arcs (ou des portions 


TE arr 
des arcs) de C,_,(A), qui sont dans A,A,,, et dans B,B,., est infé- 
rieure ou égale à €,; et cela, pour Y—=% —1, Yo, Vo +1, -.. (') 
[conséquence de la propriété des normes de (4)]. La borne supérieure 
des longueurs de tous les arcs de C,,_,(A) n’excéde pas le plus grand 
des <;; donc 


(6) Av 21S €, [cf. Déf. 7 et (2)]. 


En général, on voit que la borne supérieure des longueurs des ares 
de (,(A) n’excéde pas le plus grand des nombres ¢,, €,,,, Ey+25 +++} 
c'est-à-dire, 


(6a) AvS ey (VE, Ve Ty 2.) 
Le lemme est donc établi. 
Qo) AB, (AS EA D; (Era) 
ayant la signification indiquée avant la définition 6, supposons que 
(7) MU (æ) = 0 (quel que soit « dans A); 


et de plus, que les nombres caractéristiques (cf. Déf. 7) ,, par rapport 
äAet (x, AB) (cf. Def. 6), satis fassent aux inégalités 


(8) nse( Gt) Gr) 


En vertu du lemme il est certain que de tels ensembles A existent, 
quelle que soit la fonction g > o tendant vers zéro avec u. 
Supposons que la série 
(9) => 
2 (ai Yi) 


i 


(1) Ay,—1, Bv,_1 dénotent À et B, respectivement. 
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converge. Pour « et «’ sur AB {done dans B= E[(<;)]} nous avons 


I 


5=—¢€ a= (6! 


(10) Mi (œ) — M")(a’) = —Av(e,7)| 
4 C(E) 


Jar dy 


=(a—2')m(a,a’), 
où ('), 
(10a) |m(a.a’)|=| ff oki a et à 


ony VE —a)(s— a) 


>. fe <re=s 


PUIS 
Si a est sur A,B, et se trouve dans A nous avons M''(«)=0, par 


hypothèse. Si « est sur A,B, mais n’est pas un point de A, alors « est 
un point intérieur (au sens ordinaire) à un arc y de l’ensemble C,(A). 
ETES 
Soit «= x'(a) une extrémité de y (à l’intérieur de A,B,). Néces- 
sairement |x—x'(x)| sera moindre que la borne supérieure des 
longueurs des arcs définissant C, (A); done, (Def. 7), 


(11) [æ— x'(æ)| << (a sur (ue non dans A). 
Alors (8) donne 
ee 
Aa 
(114) aa (a) <e(L) 


a'(x) étant un point de A, en vertu de (7) on peut affirmer que 
| Mt) (a) — M'"[ a! (a)] | =| MM (a) | (a sur Bs non dans A). 
Par (10), (104) et (11a), ona donc 


Gay Malle a (a)ima al <a la alan <ae( E) 
alge 
pour tous les à sur A,B,. 
En continuant à supposer vérifiées les relations [(1), $6], [(2). $6], 
[(2a), S6] et en répétant les raisonnements du paragraphe 6 jusqu'à la 
relation (20) incluse, mais en supposant ensuite que MU) 0 


TER - = rd ~ * = 
sur AB [relation (7)], les relations ultérieures du paragraphe 6 sont 
ee 

(*) Pour a, «sur E’ et = dans Q; (c’est-à-dire | — Ai! < v1), onals—al> Si — 7 


! 
et|z—a|> ci: 
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valables jusqu’à [(24), $6]. En vertu de [(15), §6] et de (12), au lieu 
de [(24), §6] on obtient alors 


(13) a Lig “AAEM ee ee 
(a sur K,B\). 


Puisque [(23), §6] est vérifiée dans E’ et que A.B, est dans E’, on 
déduit en tenant compte de (13), 


(13a) |B (a) <a (Lx) PA TRES (a sur A,B, ). 
a 


Cette inégalité remplace [(24), §6]. Le texte qui suit [(24), §6] n’est 
pas changé jusqu’à [(26a), §6]. En vertu de (13a) nous rem- 
plaçons [(26a), §6] par 


2 7 — 
Gah beh Ws( «)|<|s¢(G)+ or Fst | ean (x sur A,B,). 


Ov | 


Les développements suivants [(26a), §6] sont modifiés conformé- 
ment à (14). On conclut alors { comparer avec [(28), S6], [(29), S6]}, 


(15) lim B,(œ) = M")(a)=0 [a sur (£o, &)], 


quand 


(16) [ss o(B+) +0 ]re (v)]® eee Ivy (14a) ect 


De l'hypothèse [(30), S6)], on déduit ce qui va être dit au lieu 
de [(31), §6]. M! (a) = o pour a sur (Cy, &o) st 


(16a) Ex (Le +) + oF COM 


Ov 44 Ovi 


(v=1,2,...; § >1; g>1; g dépend de g’). 
cas 1, — g(u)<Se'u (u2u>o0). 


cas IT. — uSe"g(u) (u2u>o0). 


En vertu de (16a) on trouve que M'"(a)=0, pour à sur (Keytar 
dans le cas [pourvu que 


(17) Your < t(v) FRS: vera; os oh 


PAGES 


FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE DÉFINIES SUR DES ENSEMBLES GÉNÉRAUX. 169 


Dans le cas IL on voit que M(x) =o pour a sur (Cy, 4) st P 
(18) (= rec <B (v—1,2,...). 


En conséquence de [(32), §6] et si l’on prend o,= on 


m(v)’ 
remarque que (18) est vérifiée (pour une valeur B indépendante de v) 
si 


(a)  g[m(v+i)yiu]< bi pi(v) Pen [di (v) = e(»)*]- 


Or (18a) [dépendant de la fonction g(u)| implique que y, tend 
vers zéro (quand y +) aussi vite ou plus vite que dans le cas I. 


: . , I s =f 
y, doit tendre vers zéro avec = d’autant plus vite que g(u) y tend plus 


lentement afin d'obtenir l'annulation de M" (a) quand « est sur(C,, %) 


{ sujet à l'inégalité [(30), §6]}. 


THéoRÈME IX. — Supposons que les conditions du théorème VIII (§ 6) 
soient vérifiées. On peut alors affirmer que la dérivée première f(x), de 


toute fonction m. g. correspondante, est déterminée uniquement | dans 


un certain sous-ensemble connexe de E! = E[(¢;)] co. —= ——]| conte- 
J rh m(J) 


Aes ‘ 
nant l’arc rectifiable AB} par ses valeurs sur un certain ensemble À non 


ES 
dense sur AB (dénombrable, si l’on-veut). Plus précisément : soit à un 

TS . ; es re 
point de AB tel qu'il existe un segment (C,, %,), dans E'= E[(5;)] 


[a= se a 5] qui soit limite des deux côtés des segments (C,, B) 


(8 sur AB) situés dans Ef(o;)](o;=Ày;; ÀX1). Soit à, un point 
« intérieur » de À. Selon la construction du paragraphe 6 nous obtenons 


une division Da, AB) (cf. Déf. 6) ('). Alors A est un ensemble quel- 
conque, non dense sur AB dont «, est un point d’accumulation (des deux 


(1) Le caractère de cette division (excepté pour quelques propriétés établies dans le 
paragraphe 6 et communes à toutes les divisions de ce genre) dépendra en général de xo 
et €. Le théorème VIII (§6) ne tient pas compte de cette circonstance. 


L 
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côtés); de plus, A a la propriété (") 


(19) à, <n’ LE: [= m(v+i1)Yin; V=1,2, A à À 
v 


+1 x 
où les À, sont les nombres caractéristiques (cf. Déf. 7) par rapport a A 
LR + 

et Da, AB). Le sous-ensemble de E' dans lequel j'')(«) est déterminée 
uniquement est du méme type que dans le théorème VIII (SG). 

Taéonème IX’. — Supposons que g(u) soit une fonction positive ten- 
dant vers zéro quand u diminue indéfiniment, telle que 

u<e'"g(u) (CPE 

Supposons que C(E) soit couvert par un ensemble de domaines [(1), § 4] 
et que 
(20) El M(y + yu]< (re [pO)25 & > 1); 
que m(v) vérifie la condition en rapport avec [(32), SG] et que p(y) 
augmente indéfiniment avec v, mais lentement. La dérivée première f\')(x) 


de toute fonction m. g. correspondante est déterminée uniquement par 
les valeurs de f\')(«) sur un ensemble quelconque A (dénombrable, st 


MT — 
l’on veut) non dense sur un arc rectifiable AB dans E'=E{(5;)] 
; I À re S : SAR 
Re an et possédant les propriétés suivantes : à, et Da, AB) 
ayant la signification indiquée au théorème 1X, À a à, pour point « inté- 


— 
rieur » et les nombres caractéristiques par rapport à À et Da, AB) 
satisfont à 


(21) A, < À g[m(v +1) YF44] (weet Box ai 


Le sous-ensemble de E! dans lequel f(x) est déterminée uniquement 
contient AB et il est du même type que dans le théorème VII (§6). 


Note. — Faisons les remarques suivantes concernant le sous- 
= ; ; I ; ° ea 

ensemble E'| = Ef(5;)|; = 5 | qui contient AB et dans 
lequel /\'(x) est déterminée uniquement par ses valeurs sur A 


(1) Forr le cas | et (8). 


NS 
LU SAT 
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uN sur AB). Désignons par | «, } l’ensemble de tous les points «, de AB 
à chacun desquels on peut associer un ensemble de points {€, }., tel 
que le segment (C,, «,) (C, de {C,},,) soit dans E’ et soit limite de 


deux côtés des segments (C,, (3) (B sur AB) dans Ef(o;)](o;—=2Y3À1 21); 


à un segment(C,, «,)nous associons une division D(«,, AB), dépendant 
de €, (cf. Déf. 6). Si les nombres caractéristiques par rapport à «, 


et D(x,, AB) (pour un ©, de {C,},,) satisfont à (19) (cas du théo- 
rème IX) ou à (21) (cas du théorème IX’), la partie du segment (C,, «), 
pour laquelle [(30), 86] est vérifiée (!}, appartiendra a Fg. Les points 
de FA ainsi obtenus formeront un ensemble coincidant avec Fg, ou 
un sous-ensemble de l’ensemble g’-connexe du premier ordre conte- 
nant AB { cf. texte à la suite de [(33),$6]}. L'ensemble Fg sera défini 
de la même manière que l’ensemble Fg de la définition 5 (§6), avec 
la seule modification suivante. Le segment («,, «,) de la ligne polygo- 
nale de la définition 5 (§6) est un segment de Fi (?). Pour le voir il 


suffit d'observer que, dans les théorèmes IX et IX’, y, > 0 avec D 
aussi vite ou plus vite que dans le théorème VIII (§6). 

8. Problème E. — Nous supposons d’abord que l'inégalité [(10), $5] 
est vérifiée pour m— 1. A l’aide des notations du paragraphe 5 et du 
théorème VI (S5), on peut affirmer que 


(1) Ma) — W!) (a) = RY (a) (WE Ty eed; 
ou 
Nt we, y yaad 
(14) We) = — a ss 
40, oes 


et [of. (174) m=1; ($5)] 


(1b) Re'(a)|< D 70 : ) mes. (0) 0) =r») (« dans E). 


fat 


jJ=1 


(1) g’>1 et dépend de g. 


(2) C'est-à-dire (20, 20) appartient à un ensenfble particulier (au lieu d’un ensemble 
> 
quelconque) g'-connexe du premier ordre, ensemble contenant AB. 


Ann. Ec. Norm , (3), LV. — Fasc. 2. 22 
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Ici O, est l’ensemble des points de C(E) qui se troucent à une dis- 
tance > - de la frontière F de C(E). 


pes 
Soit AB un arc dans E. Soit «, un point quelconque sur AB jouis- 
_sant de la propriété suivante. Il y a un point C, (dans E) tel que le 
segment (a, ¢,) soit dans E et soit limite des deux côtés des seg- 


ments (C,, 8) (8 sur AB) situés dans E. 
Soit N, l’ensemble des points dont la distance au segment ci- 


dessus (a,,C,) est égale ou inférieure a =. Il n’y aura aucun point 
Pa. 
de O, dans N,. Pour v assez grand la frontière de N, coupera AB en des 


> ! , Lu des à ARE ’ =, , ] 
points A,B); A, est sur Aa, et B, est sur «,B. Désignons par I, T les 
régions fermées limitées respectivement par les contours 


LA ÿ 1 
Bylo, % By, AVtor Ay, 


: 3 ie es : 
Parmi les segments (6, B) (g sur &, B)) de E, situés dans F,, ily 
es aa Se 
en a un, (Co, By) (B, sur 4, B.), pour lequel l'angle £a est 


maximum. De même, parmi les segments (Co, B) (8 sur a A), qui se 
trouvent dans la partie commune aT’, et E, il y a un segment (£,A,) 


ARE Dons : 
pour lequel 6C,«, est maximum. 
Soit T,, le domaine ouvert dont la frontière (V,) est B, CADRE 
Posons | 
(2) BA, = Th, 
On remarque que 


(24) oa Ky = (a! est indépendant de v) (*). 


Nous formons de nouveau la fonction 


(3) qu (at) = elie 


(1) Bien entendu, Ty est à l’intérieur de (Ty). 
(?) Ceci est une conséquence du fait que Py est dans Ny. 
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} ARS 
où 9, est l'argument de la bissectrice C,@, de B,C, Ay. En remarquant 
a 
que, pour « sur (Lo, %), ona (si @, est sur Be 
“es —— ae 
(4) p= | arg[(a —f))e V4] |= Dit 


— D,t,A,— toto Avy—= 7 ByogAy— Ae CoAy- 


Par (4) et (2) 


us LS 
(5) qu =|argl(a — tevin] | = Te K- 2060 Av [a sur (fo, %)]- 


dr 
De même, quand , est sur a, Ay, 
(Sa) Pav— = — Kb [a sur (fo, &y)]- 
Soit t(v) une fonction telle que 
PAR ia 
(6) CAT. PACA aC) By2 t(v)- 
On a alors 2t(v)<7K,. (5), (5a) et (6) entraînent 


(7) pas à 7 _ [a sur (fo, &)] 


et 


(7a) cosgay2008[ = — S22 | > 2 an [a sur (Co, %); v2 Vo]: 


Ainsi, en vertu de (3), (5) et (72) 


1 


(8) qu (a) | > est  [œ sur (Co, )), 
ou 
(8a) ro) = 2 Lef. (6) et (2)]. 


Supposons maintenant que M'')(«) =o sur AB. (1) nous donne 
(9) W(x) | = | MO (a2) — BOP (a) = PRY C@) <r) 
Lx sur ‘AB; cf. (1b)|. 


a 


ue | acy 


Puisque GA): oe B, %: Bout dans E, on déduit Fr 


Go) a [Wi (a) <W La sur (GA) BD 


s 


on Considérons la fonction 
(1) # T,(a) = Wi(a)g%(a)  (e>0). 
LES ae | 
= Ta) est analytique dans I’, et 
‘ (12) | Ty(a@)|<W [a sur (¢)Av), (% By)). 


(9) donne 


(13) : | Ty(a) | <r(v) eo” [x sur KB, |, 


_R désigne max|%, — 8| (8 sur AB). Ainsi 


(14), IT, (a)|< W-æ+r(v)es [a sur (£5, æ)]. 


_ En vertu de (11), (8) et (14) 


(15) mio taytec LW 4: rcp eon | en F1a—Sol AY) 


quand « est sur (3, «,). Si la condition (20) ci-contre est vérifiée, 
ona | 


ss = 
(154) es lai AVE e— FAV) 8" (= >) 
Définissons c de manière que 
= 
e— TM) go — y 
aor ; 


où o(v) augmente indéfiniment avec v. Substituant cette valeur de G 
dans le second membre de (15), on trouve que, grace à (15a), 


(16) lim Wy" (a) = Mia) =o [a sur (fo, &)] 
quand | 

(17) È rv) g(v)"™< B, Lys tiens Of (BL 

(174) Woe le. 


is BG 
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A cause de (17) et (1b) on voit que (16) est certainement vérifiée 
quand b(¢) tend vers zéro assez rapidement, avec p. Des résultats plus 
précis sont cependant à désirer. 


b à : 
Supposons que oe) tende vers zéro avec p et que “te soitune fonction 


monotone, ou plus généralement que 


(Jo erty 
o(SJo+y 


En conséquence de la condition ci-dessus 


(18) 


(19) r(v) <6.» (5) mes.[C(B) — Ov] $B ¥ (=). 


Supposons « sur la partie de (xs, C,) pour laquelle 


: R ! El 
(20) Te eye? (g’>1). 
En vertu de (19) et (172) l'inégalité (17) est vérifiée (pour B conve- 
nable) si : 
(21) fi )ec SB [ef. (8@)]- 
En vertu de l'inégalité suivant (6) 
fig mi 
ROMA (00) 
et, en vertu de (8a) et (22), 
i «TR a by ais i i 
A iy) Bev) VEO)’ 8) Mi yi) 


Ainsi, pour obtenir (16), il suffit d’avoir 


I , [4 
(22a) b(Z) (ys Be 


12* 
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ou 4 
= aye OH SOO). 
Posons p = “et 
I I 

(23) OO OO) 
Bien entendu 

; à 44 

Deer? EE TE PORT CNE 


En substituant p — : dans (22a), on observe que la relation (16) 
[sous la condition (20) ] est impliquée par 
Pyle) 
(24) b(p)< Bp b(p) Me [Po2p > 0; cf. (22)]- 
Taiorème X. — Soit AB un arc dans E—( K). Soit «, un point quel- 
conque sur AB tel qu'il y ait un segment (C,%,) dans E—(K) limite 
des deux côtés des segments (C,, 3) (8 sur ÀB) situés dans E. Soient A, 


x TS a : : APE 
et B, des points sur a, À et «,B, respectivement, tels que l'angle A,C,B, 
soit maximum sous les conditions suivantes : 


1° Les côtés de l’angle (') sont des segments situés dans E; 
2° Le domaine limité par A,C,B,A, se trouve dans la région N, 


. . 4 Ivo 
ensemble des points dont la distance au segment (C,, %) est < ee 


Soit t(v)(> 0) une fonction (*) telle que (6) soit vérifiée pour v=v,, 
LEE PSE 

Considérons les fonctions f\'\(3) [f(s) m. g. dans E] pour 
lesquelles (24) est vérifiée, la fonction V(p)20, augmentant indéfini- 


(1) Les côtés d'un angle, dans ce paragraphe, sont toujours des segments joignant le 
sommet à l'arc AB. 

(?) Nous prenons v 2 vo (vo assez grand). 

(*) Cette fonction est définie pour tous les v2v,. On peut prendre ¢(v) égal au 
moindre des deux angles (6), quand v est un nombre entier (2 vo). 
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I , Fee x y , 
ment avec a étant supérieur à : et h(o) égalant (2) ("). Alors, 
p 
“= 
quand f'} =o sur AB, on a nécessairement f (1(3) = 0 sur la partie du 
segment (Co, &) pour laquelle (20) est vérifiée (s' = ui 


Note. — Le résultat ci-dessus signifie que dans les conditions 


indiquées, les valeurs de f1"(3) sur AB déterminent /'')(z) unique- 
ment sur la partie spécifiée du segment (6, &,). Ce théorème nous 
donne, pour ainsi dire, un appareil relatif à un type de prolongement 
analytique au moyen d’une ligne polygonale. C’est un procédé du 


. é : PEN a 
genre décrit dans le paragraphe 6. On passe de AB au premier segment 
(comme il est indiqué dans le théorème) et du premier segment à un 
autre, etc., en faisant jouer chaque fois au dernier segment précédem- 


ment employé le rôle de l’arc AB du théorème. Bien entendu, il faut 
constamment faire attention à satisfaire aux conditions du théorème, 
afin de pouvoir obtenir les valeurs de la fonction sur le segment 
suivant. En particulier, il faut faire attention à ce que les inégalités 


du type (6) | avec 16) —h(p)| soient vérifiées à chaque étape; de 
plus, l'extension n'est valable que pour un segment pour lequel une 


inégalité du type (20) est vérifiée. On peut préciser sans difficulté le 
procédé. 


9. Problème F. — Dans cette section ainsi que dans la suivante 
nous emploierons certains résultats, dus à M. Borel (?}, de la théorie 
des développements de Mittag-Lefler. Énonçons d'abord ces résultats 
[cf. texte en rapport avec (typo 35 (42) 1- 

Soit S(R,7), où R>retr<1, la région fermée obtenue comme il 
suit. De l’origine O tracons les tangentes OA’, OB’ au cercle 


(1) |s—1|=r. 


Désignons par A’, B' les points de contact, les points A’, B” étant 


(*) Bet W(p) peuvent être différents pour les diverses fonctions S(4): 
(2) &. Borst, Sur les séries de polynomes et de fractions rationnelles (Acta Math., 


vol. 24, p. 309-382; en particulier, p. 354-358). 
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sur la circonférence 
(2) | js|= R: 


S(R, 7) est la région connexe contenant O ‘et limitée par les 
segments A’A”, B'B’, par le plus grand arc A"B” de (2) et par le plus 
petit arc A’B’ de (1). Ecrivons 


(3) g(z)= > neal CE 


08 dt a) 


(Ba)  G(s)=gs)=r, Gals) = gals) — Seal3) =D Sars” 


(és Ae Paced 
On a alors 
(4) —— =) Gals), 
où av 
: (7 
(4a) D | Grlz)|<M(R,r)=R Efe phy 


a=) 


si 3 est dans S(R, r). La série figurant dans (4a) converge uni- 
formément. 

Cherchons raréfaction de C(E) qui permet le développement M. L. 
de /'(s) [f(s) m. g. dans E — (K)]. Il suffit d’opérer sur M' (a). 
Nous avons 
—Av(a,y) dx dy 


am a 


(5) M'" (a) = Ÿ Mi"(a), Mi (a) = | 

i=1i em Qi 
ici, comme précédemment, Q; est une partie certaine de C(E) à l’inté- 
rieur de |3— A;|< y; et « est dans E’= Ef(o)] (cf. Déf. 3, § 4) 


avec 
T 


(54) oj > AY; (71,2 «2.522 3). 


Sout (Co, %) un segment sttué dans E!. Pour 3 dans Q; on a 


(6) [3 — ap], |s—a|>oa—y (a sur (taie 1500 Js 


NOT 
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Or, en vertu de (4) 


peat Doe Spar Saal L a — Hy 
(7) raat real == | TE —*). 


na=v 


En conséquence de (5) et (7) 


= = AG —Av(x, y) ry! CA . 
(8) ea) ner ET D G,(2= 2) dr dy => ret Ree ey 


ra=av n=v 


ou 


(8a) H,i(% — oy) = EN 6, (EE) dx dy 
Q: (5 — %&) 5 — Hy 


est un polynome du type M. L. (pour le point «,). Nous avons, sous 
des conditions convenables de convergence (à mentionner plus tard), 


wo. Smeemief S658) 


Prenons une valeur de R telle que le point n, 


dx dy, 


A— Hy 
O == 
(10) et 


soit dans S( R, = ) quand 3 est dans Q, et le segment («,,«) dans E’; 
R)4 8 


on peut prendre, 
(11) R= —; 


a’ ayant une valeur convenable. 
Pour le démontrer notons d’abord que, par 


(5 Yet rai)! (=: ;> >0) 


ainsi, en vertu de (6) et puisque |«—a,|<L, 


L 
Z— My CM 
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a— Xo 


(12) 


(s dans Q;; ~, a dans FE’). 


< 


vi 
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|u | est donc inférieur a R si 


(13) | a > 


De même en vertu de (6) et (5) et puisque |z — a |SL 


a—s o1— Yi Sheek CS 


|s—a|- L L 


os 


eee Es 


Eis 
pour z dans Q,; et «, à, dans E. Nous avons |u—1|> 5 Si 


c'est la condition (13). Soit 0(0<0£<27=) l’angle formé par les 
segments (x,, x), (%,3)[« sur (a, ¢’)]. Quand Ru > 0, 0 ou 27 —0 


. T à LE Re 
est moindre que =; Il reste à assurer l'inégalité 


(14) sin( EBON") =F < sin] 


pour u tel que 


(14a) ON=\/1— esl“: Ru>o [s dans S;(y); (a, a) dans E’]. 


Or z est à l'intérieur du cercle S;(Y), de centre A; et de rayon y;. Le 
segment (%,, x) est extérieur ou tangent au cercle S;(9'), de centre A; 
et de rayon 5:. Il est clair que 0 et 2x — 0 sont >0,, où 0,, est l'angle 
formé par les tangentes menées de x, à S,(y) et S,(o’), l'angle en 
question ne contenant pas A;. En calculant cet angle on obtient 


” ‘ gi ; Y: 140; 
(9) 0 > are sin ——*+—- — are sin td + 1 > 
| Ai— ay | | Ai— a | | Ai~ay| = 


(a=F) © 


puisque | A;—«, |<L. Si 4 est le plus petit des deux angles formés par 


a, o; 


les segments (4,,4), (2,,3), alors, puisque o<@<27n on a Pen 
Ti Ge 2 
LE a0 


(7) Ceci est établi en employant l'inégalité À > = de (5a). 
+ 
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pour Ru > o. En vertu de (15) nous avons alors sin? > ao;. Pour a 
convenable cette dernière inégalité sera valable pour les deux angles 0 
si nous remplacons sin9 par |sin 0 |. Ainsi, dans tous les cas, 


(15a) |sin0|> ao; : [Ru>o; 3 dans S;(Y); (a, «) dans E’]. 


Donc, en vertu de (11) on observe que (14) est vérifiée si 


c’est-à-dire si 


(150) ‘ a'2 


Il est donc établi que le point u représenté par (10), est dans SR, i) ; 


R étant donné par (11) avec a’ assez grand [pour satisfaire à (13) et 


(15b)]. 


En tenant compte de ce qu’on vient d’établir, et en conséquence de 
(9) et du résultat (4a) de M. Borel, nous déduisons que 


co Jean) fat 


| = =i segment (a, a) dans Br]. 
D'où, en vertu de (6) et de l’inégalité à la suite de (11), 


(16a) DY lH u(a = a) <0 M (Bo ze) [(a%, «) dans E’]. 


En conséquence de (5), (8) et (26a), il vient alors 


Sse =a) ie NC sear 


n=0 


[a sur (fo, Go); (Sor Lo) Sur E |, 


(7) |MM™(a) SD 


t 


où la série T majore la série du second membre (*). 
eee 
(:) Cette dernière série majore la série (5) représentant Mi'(«). 
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Supposons que T converge. On peut l’assurer de la façon suivante. 
Posons 
I 


(18) D = ——) my sek <*)- 


m(t) 


Alors R,= a’m(z) et en vertu de (4 a) 


2(a")? mi) 2 21 LO? 7n%(i)] 
+2 +) Lo? m°(i)] 
<[(o m(é)] = 


(19) M(Ry ge) = [a’ m(iy (ay may” 


Si donc nous prenons o > 0 assez grand, la convergence de T est 
assurée os 


( 20) NPC sh aie m( i (ele mi)? mij] 


i=1,2,...; Xs; convergente) (*). 

Sous la condition (20) la série formelle de Taylor, autour de «,, de 
M' (a) est sommable M. L. sur chaque segment (xs, C,) dans E!. Pour 
établir cela nous observons d’abord que la série double 


(21) MY (x)=) D Hila—@)  [ef. (5), (8)] 


est absolument convergente [sur (a, ¢,)]; cela est une conséquence 
de (17). En groupant les termes dans (21), on obtient 


ARMÉE 
(22) M(x) =} Ha (a — ay), 
(224) I, (& — &) See. 


i= 


La série (22) converge sur (a, C,). Puisque C(E)=Q,+Q,+..., 
on conclut, en vertu de (22a)et(8a) 


(23) H(a—a)=> LI = ff LG (ES) à dy. 


| 


"LEE EU 


(1) Nous avons alors mes.’ > 0. 


(*) A laide de (1g) on peut obtenir une inégalité un peu plus précise. 


FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE DÉFINIES SUR DES ENSEMBLES GENERAUX. 183 


De plus, en vertu de (3a) 


(23a) Hala — a0) =) en ff RDS Je 
C(E) ae 0 


F0 
On 


Mir+1) 
=D Fa (a — ei Y CRU aes 


EN à 


Ici, les g, , sont les constantes figurant dans (3 a), fixées une fois pour 
toutes. Ainsi H,(«— «,) est bien un polynome M. L. et (22) est une 
représentation M. L. de M'')(«) en fonction des valeurs 


M'"+4) (a) (NS, 2 


cette représentation étant valable sur tout segment (œ, {,) dans E’. 
En particulier, si M’*" (#,)=o(7=0, 1, ...) pour un point a) dans 
E’, M')(«) =o sur tout segment (a,, ¢,) dans E’. La manière d’opérer 
le prolongement analytique (plus exactement, quasi analytique), 
rattachée au procédé dont nous avons parlé, est facile à voir. 

Or la dérivée f(x) d’une fonction m. g. est représentable par 


an f(x) = hi)(a) + MM(x) [a dans E — (K)], 


où h(a) est analytique dans K. Si nous ajoutons au développement 
M. L. (autour de a) de M''(x) le développement correspondant 
de h(a), nous obtenons le développement M. L. (autour de a) 
de 2x/f\'(a), valable sur tous les segments (a ,C,) situés dans 
E'—(K). 


Tuéorème XI. — Supposons que C(E) soit couvert par un ensemble de 
domaines [(1), § 4] les y, satisfaisant à (20), et les m(t) à (18). Les 
dérivées premières f(x) des fonctions m. g. correspondantes seront 
alors quasi analytiques dans 


E’— (K), E/—= E[(¢;)] (ef. Déf. 3, § 4); ici = es 11e, sh 


c’est-à-dire qu’il y aura détermination unique par les valeurs 


(24) Fr (ay)~  (r=0,1, +--+) 


184 © W. J. TRJITZINSKY. 


[x point fixé quelconque dans E'—(K)]. L'ensemble F,, sur lequel la 
détermination unique est certaine est de la forme | 


à F,.= Fas— Fo + eee . 


où F,,, est l'ensemble de tous les segments (%, Cy) dans E' —(K), F,,. est 
l'ensemble de tous les segments (&s1, Co,1) dans E'—(K) qui peuvent 
étre formés en prenant a, sur Fais Fa est l'ensemble de tous les seg- 
ments (ae,25 Co,2) dans E’ —(K) qui peuvent être formés en prenant a, 
sur F,,,, etc. De plus, f(x) peut étre représentée effectivement en fonc- 
tion des valeurs (24) sur l'ensemble F,,. Cette représentation peut étre 
effectuée à l’aide d’applications successives de la sommation M. I. (de 
séries formelles de Taylor convenables). 


10. Problème G. — Comme dans la section 9, (x, C,) indiquera un 
segment dans E. Nous voulons trouver des conditions à imposer à b(p) 
[ef. (14), § 2] pour qu'un développement M. L., autour de «,, soit 
valable pour M'')(a), quand « est sur (a, C,). Supposons d’abord que 
[(10), § 5] soit vérifiée pour m=1. Alors le théorème VI (S 5) donne 


œ 


(1) M")\(a)= >) A\(a«) (x dans E), 
où k 
(2) | Ama) ff = APNE Oe, 
0.—0y_, than hes 
Soit 
(3) io ten PR 
5 — a 


Nous désirons trouver des valeurs R,, 7, telles que le point wu soit dans 
la région S(R,, 7,) (définie comme dans le paragraphe 9) quand on a 


(4) 3 dans O,— Oy,_,, a sur (a, ), (a) Go) dans E. 
Tout d’abord 
(5) |s— SL, |a—a |SL, 


et lorsque l'hypothèse (4) est vérifiée 


F I 
(24) |s—a|>-y, Leena eben 
vi, v 
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D'où 


lu|<Ly». 
On aura 
(6) | [u|<R, [sous les conditions (4)] 
si R, est pris tel que 
(6a) | Ry> Ly.. 


D’autre part, (5a) et (5) entraînent 


I 


a 
2 


PA - 


lu—1=|£ 


5 — à 


ps 
vL° 


v|s— a | 
Ainsi, quand R, satisfait à (6 a), on a aussi 
(7) Ju—1|> me 
Soit 0(0<0<27) l’angle formé par les segments (a, à) (%, 3) [a sur 
(a, C)]. Quand | u|21, de sorte que 
(8) [to— a |2|%—-s\, 
et Ru >0, ona 
. Hf 
(82) Ne Geet ie 


C’est une conséquence des considérations suivantes. Du point s on 
peut abaisser une perpendiculaire sur le segment (a, a). Nécessaire- 


. PRE PS . . . 
ment 9 ou 27 — 9 est inférieur à — (puisque Ru > 0). Ainsi, en vertu 


de (8), le pied a’ de la perpendiculaire sera sur (x;, a), entre a, et a. 
Le segment (a, «) étant dans E et 3 dans O,, la distance de = aun 


point quelconque de (x,, a) sera > =. En particulier, 
1 I 
(9) ag Me 2 


En vertu de (5) et (9), quand Ru >o ona 


- [sous les conditions (4) et (8)]- 
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Ceci démontre bien le résultat (8 a). On peut l’interpréter, ainsi que 
(6) et (7), de la maniére suivante : 


Sous L'hypothèse (4), u représente un point d’une certaine région Le 
(10) T,=S,—S,,— Py. 
S, et S,, sont les régions 


I 
(10a) [u'| << Ly, |u'—1|S 753 


respectivement. P, est l’ensemble des points wv’ pour lesquels 
—aresin( je) <argu’saresin( pe)» 1<|u'|<Lv. 
On remarque que les segments rectilignes limitant P, sont les portions 
interceptées par les cercles 
Die Lams, |u’|=Ly, 
sur les tangentes (issues de wu’ = 0) au cercle 


(11) {u’—1|= i 


Traçons la droite joignant u’—o a un des points d’intersection des 
cercles | u';=1 et (tr). Soit r, la distance de u’=1 à cette droite. Un 
calcul simple montre que 


! 


as LS af 
(ra) 208 ES aQ>r7 > 0), 


où 7’ est indépendant de v. 
La région S(Ly, r,) [cf. commencement du § 9 et (12)] est contenue 


dans T,[ef. (10)]. Ainsi u représente un point dans S(L,, r,), pourvu 
que les conditions (4) soient vérifiées. 


En vertu de [(4), § 9] 


Le] 
‘ I I 1 I . OC == 
(13) = = — — we pated Bel SV 
SX s—a, 1—U 5S My 5 — Oy 


n= 


7: # 
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En conséquence de (4 a, § 9) et de l'affirmation ci-dessus, 
(132) D (EE) 
toujours quand l’hypothèse (4) est vérifiée. En vertu de (12) 
aA— hy 
( ES = 


pour /> o convenable. Done la fonction A, de la relation (2) peut être 
développée comme il suit : 


, a) = (Ly (SL vir Pre 


(136) 


9 \lv2 
Yee Ky) 


— Ap(x A = 
14 AS) == RS EN 0 pe = 
ESO area D 64($ 2 de dy = Mayo — a), 
où n=0 
(14a) H (a — a) = ED (EE) dr dy, 
De Bias (3 — a) 3 — ay 
Notons que 


ETOPIEU En) 


quand 3 est dans C(E)—Q,, (donc aussi dans 0,—0,,) et que 
(5a) est vérifiée pour s dans 0,—O,_, (c’est vrai pour = dans O,). 
D’ou, en vertu de (4a), 
(EE ) 
TS 


(15) | Hy (a — ay) } <vb(- =) {f 
quand le segment (a, «) est dans E. D'où, en tenant compte de (13), 


O,—Oy_-4 
08) Yitla—eni<r4() ff  S|o(2=#) 


n=0 Der 


dx dy 


dx dy 


< vb (; =. : )40) mes.(O,— Oy-,) [(æ, «) dans E]. 


Supposons maintenant que la décroissance de 6(¢) soit assez rapide 
pour que la série 


(17) tle =) #6) mes. (O0) {ef (1367 
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converge. On peut alors affirmer que la série double 

(18) Mo(=S Ÿ Hava ao) [a a) dans E] | 
[ef. (1) et (14)] converge absolument. On peut donc écrire 
(19) MO(a)=S Ha (a — a9), 


la série étant convergente quand le segment (a,, «) est dans E; à cause 


de (14 a), 


Giga) H,(a— a) sy, Hany (a — %) 


=> ff fies Ana) G (A= ee) are 
omy 00 ce (5 — %) tA ge 


D'où, en conséquence de (3 a, § 9), 


(20) Hala) =) Bar| ff RER | ar 
* F0 C(E) ; 


Un 
Mir+1) a 
— fap a — a)". 


C'est un polynome M. L. pour le développement de M'')(z) autour de a,. 


C’est-a-dire, la convergence de la série de (17) entraine la possibilité 
de développement (19) de Mittag-Leffler. 
La convergence de la série (17) sera certainement assurée quand 


far) »o(——) k(v)<B’ [ef (136)). 
En effet, on a alors 


S RS B’ mes. (O,— Oy_,) = B’ C(E). 


v 


Or, pour v22, v< (v—1)hA, (A, >1). D'où en vertu de (13 b), si l’on 


FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE DÉFINIES SUR DES ENSEMBLES GÉNÉRAUX. 189 


ei toarpn 
NOM 

k(v Me 1 — + c—lh?). 

(22) ( )<(F) (e'=Lh,; c= th}) 


Nous voyons qu’il suffit d’avoir 


_e\(@) 
(23) be) <Be(T) PR OG Rs 


où c’, c sont des nombres positifs convenables, indépendants de 
ue, ()- 

L’inégalité (23) entraîne la sommabilité M. L. pour la série formelle 
de Taylor de la fonction M) (a) autour de tout point « de E. Le 
procédé de sommations, représenté par (19) [où H,(a — «,) est un 
polynome (20)], sert à représenter M!" (x) pour tous les points « des 
segments (a, C,) situés dans E. La représentation est effectuée seule- 
ment en fonction des nombres 


(24) _ M+) (a) (Po, 152.0) 


et peut être prolongée sur un ensemble F,, défini comme suit. Nous 
avons | 


(25) | | i Poa al 


F,,,1 est l’ensemble de tous les segments (%, ¢,) dans E; F,,.. est 
l’ensemble de tous les segments (%o,1, C4), dans E, qui peuvent être 
formés en prenant &,, Sur Fy,.13 Fos est la totalité de tous les segments 
(@0,25 So,2) dans E, pour lesquels &,,: est un point quelconque de Fy, 2; 
et ainsi de suite. 


Taéorème XII. — Supposons que |Av(æ, y)|S b(o) [s dans C(E); p désr- 
gnant la distance de = à la frontière de C(E) et b( 9), satisfaisant à (23). 
. La classe des fonctions formée par les dérivées premières f(x), des 
| |: 

(1) En tenant compte des développements de cette section il n’est pas difficile de les 


obtenir. 
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fonctions m. g. correspondantes sera quasi analytique (') dans les 
ensembles 


(26) F,,— (K), N 


formés pour chaque point «, dans E—(K). Fy, est défini par (25). De 
plus, chaque fonction f\'\(x) de ce type peut être effectivement repré- 
sentée dans F,, —(K) (au moyen d'applications répétées de la sommation 
de Mittag-Le f fler) en fonction des valeurs f""*'(a,) (r=0,1,...).1l 
en est de même pour chaque point a, dans E—(K). 


Note. — Appliquant les résultats de M. R. Caccioppoli (?) à nos 
fonction m.g. on voit que pour assurer la quasi-analyticité il suffit 
d’avoir 


(27) b(p)<e~* —=w(p)  (p2p>0) 


ou (¢>0) peut être pris arbitrairement petit. I] est intéressant de 
comparer l’inégalité (27) de M. Caccioppoli avec la nôtre (23). On peut 
vérifier sans difficulté que 


w(p)>w(p) (PoZP <0) 


pour 0, assez petit. Ainsi, notre condition est moins restrictive que celle 
de M. Caccioppoli. 

Une inégalité moins bonne que (23) (*), mais un peu plus simple, 
est 

Se1a(!) 

(28) b(p)<Be* =’ =a (p), 
ou a est un nombre > 2c,. (28) est une inégalité encore moins res- 
trictive que celle de M. Caccioppoli. On le voit en comparant la rapidité 


(1) Dans le sens de détermination unique par les valeurs des dérivées 
FPT) (r = 0, 1, Rs. 


a point fixe quelconque dans E—(k). 
(*) R. CaccrorpoLt, Loc. cit. 
(3) C’est-a-dire, wi (p) << we) (p,2 pe > 0; po assez petit). 
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avec laquelle les fonctions 
alos(*), À (e>0) 
augmentent indéfiniment avec . 


14. REMARQUES GÉNÉRALES. — Toutes les recherches ci-dessus, où 
nous affirmons que les fonctions m. g., pour lesquelles on a 
| Av(a, y)|Sb(e)("), possèdent certaines propriétés, dépendant de la 
rapidité d'annulation de b(2) avec 9, peuvent aussi être interprétées 
comme il suit. Considérons des intégrales de la forme 


(1) V(x, y)log(z — à) dx dy, 

C(E) 
où Y(x, y) est une fonction réelle, continue dans K +(K) et nulle dans 
E. On a alors 


(ia) |¥(x,y¥)|So(p) [p = distance de = à la frontière de C(E)]. 


Les propriétés des fonctions représentées par (1) dépendant de la rapi- 
dité d'annulation de 6(¢) sont étudiées. L'importance de ce dernier 
point de vue vient surtout du fait déjà établi que, excepté pour une 
fonction analytique additive, toute fonction m. g. (cf. Déf. 1, § 1) est 
représentable par une intégrale de la forme (1). 

La méthode et la théorie développées dans ces pages peuvent être 
appliquées de multiples façons à l’étude des fonctions analytiques. En 
particulier, les théorèmes des paragraphes 6 et 9 portent directement 
sur les problèmes de prolongement d’une fonction analytique au’ dela 
d’une courbe ou d’une aire singulières. Plus exactement, ces théorèmes 
nous donnent des conditions de raréfaction des singularités, qui per- 
mettent un tel prolongement. La formulation précise de ces conditions 
peut être faite sans difficulté. 


(1) #(æ, v,) est une fonction correspondante « a. e. » [cf. Déf. 2 (§ 2)]. 
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SUR LES SURFACES MULTIPLES 


AYANT UN NOMBRE FINI 


DE POINTS DE DIRAMATION 


Par M. Lucien GODEAUX. 


Dans ce travail, nous poursuivons nos recherches sur les surfaces 
qui représentent les involutions cycliques n’ayant qu'un nombre fini 
de points unis, appartenant à une surface algébrique ('). Soit F une 
surface algébrique possédant une involution cyclique I,, d'ordre pre- 
mier p, n'ayant qu'un nombre fini de points unis. Désignons par p 
une surface image de cette involution, sur laquelle les points de dira- 
mation sont isolés. La surface ®, multiple d’ordre p, ayant ces points 
‘de diramation, est birationnellement identique a la surface F. 

Les points de diramation de la surface ® sont singuliers pour celle- 
ci et le problème qui nous occupe est la détermination de ces singula- 
rités. Ce problème est lié à celui de la structure des points unis 
correspondants de involution I,. | 

Soient A un point uni de l'involution I,, A’ le point de diramation 
correspondant de la surface ®. Aux sections hyperplanes I de la sur- 
face ® correspondent sur F des courbes C,. La nature de la singularite 
de la surface ® en A’ dépend du comportement en A des courbes C, 
eee ee, de 

(1) Nous avons résumé nos recherches antérieures sur celte question dans un expose 
sur Les involutions cycliques appartenant @ une surface ulgébrique (Actualités scienti- 
fiques, n° 270, Paris, Hermann, 1935). 


Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 2. 29 
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passant par ce point. Après avoir étudié le cas général, nous considé- 
rons d’une manière plus approfondie celui où le cône tangent en A’ à 
la surface ® se scinde en deux parties. Nous établissons la propriété 
suivante : aS 


St les courbes C, passant par A ont la multiplicité n, + n, en ce point, 
ces courbes ayant en commun dans une direction, (2k +-1) ny points mul- 
tuples d'ordre n, infiniment voisins successifs de A et, dans une autre 
direction, (2k +-1)n, points multiples d'ordre ny infiniment voisins suc- 
cesstfs de A, le point A! est multiple d'ordre n, + nr, pour la surface ®, 
le cone tangent à cette surface en ce point se composant de deux cônes 
rationnels, d'ordres n, et n,, ayant une droite en commun. Au point A’ 
sont infiniment voisins successifs k points doubles biplanaires dont le 
dernier est ordinaire. On a p=(2k#+i)nn+n,+n. 

St les deux suites de points infiniment voisins de A appartenant aux 
courbes (, Passant par À sont formées l’une de 2(k+ 1)n, points 
multiples d'ordre n,, l’autre de 2(k+1)n, points multiples d'ordre no, 
au point A’ sont infiniment voisins successifs k points doubles bipla- 
naires sutvis d’un point double conique. On a 


P=2(A+i)an+n+n.. 


Nous terminons en donnant un exemple des particularités précé- 
dentes, la surface F étant un plan et I, l'involution engendrée par une 
homographie non homologique de période p. Un second exemple ana- 
logue montre que le cône tangent à la surface ® au point A’ peut être 
composé de trois cônes. 


lL. Soit F une surface algébrique contenant une involution 
cyclique I, d'ordre premier p, n'ayant qu'un nombre fini de points 
unis. Nous pouvons prendre comme modèle projectif de la surface F 
une surface normale d’un espace linéaire $,, à r dimensions, satisfai- 
sant aux conditions suivantes : 


(° L'involution I, est engendrée, sur la surface F, par une homo- 
sraphie H de période p de S,; 
2" L'homographie H possède p axes ponctuels Si), Se), .., Su, 


de dimensions respectives r,, 7», ..., r, dont un seul, pour fixer les 
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idées S'', rencontre F en un nombre fini de points : les points unis 
de involution. 


Désignons par 2,2, .:., x, les systèmes linéaires d’hyperplans 
unis de l’homographie H, les hyperplans de Y; passant par les axes 
NS, ee SU, SEN, |, SV, Soient C; les courbes découpées sur la 
surface F par les hyperplans de X;. Le système |C;!, linéaire, incom- 
plet, est composé au moyen de l’involution I,,. Dans le système linéaire 
complet C des sections hyperplanes de la surface F, il existe donc 
p Systèmes linéaires partiels C,',/C,', ..., |C,! composés au moyen 
de l’involution [,; le premier de ces systèmes est dépourvu de points- 
base, les p— 1 derniers ont comme points-base les points unis de 
Vinvolution I,,. 

Rapportons projectivement les courbes du système | C, | aux hyper- 
plans d’un espace linéaire N, à r, dimensions. A la surface F corres- 
pond une surface ® dont les points représentent les groupes de l’invo- 
lution I,,. Dans la correspondance (1, p) existant entre les surfaces d 
et F, les points de diramation de la surface ® sont des points isolés, 
singuliers pour la surface. 

Nous désignerons par I les sections hyperplanes de la surface ®, 
parl,,0;,-..,1, les courbes de cette surface qui correspondent res- 
pectivement aux courbes (,, C;, ..., C, de F. Les systèmes linéaires 
M, |, 17:/, ..., 17, sont complets. 

Soient n l’ordre de la surface ®, = le genre de ses sections hyper- 
planes I’. Le système linéaire |C, | et par suite le système linéaire C 
ont le degré pret, d’après la formule de Zeuthen, le genre p(r—1)+1. 


2. Soient A un point uni de l'involution 1,, « le plan tangent à la 
surface F en A. Nous supposons donc que la surface F a un point 
simple en A; nous supposerons en outre que le plan tangent x ne ren- 
contre l’axe S'" de l’homographie H qu’au seul point A. 

La surface F et le point A étant unis pour l'homographie Hl, le plan z 
est également uni pour cette homographie. Par conséqnent, ce plan 
s'appuie suivant une droite sur l’un des axes S?’, S'', ..., S7 de 
l'homographie H, ou en un point sur deux de ces axes. Dans le pre- 
mier cas, toute tangente à la surface F au point A est unie pour Il, 
cette homographie déterminant dans le plan + une homologie de 
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centre A; le point A est un point uni parfait de involution I,. Dans 
le second cas, il n’en est plus de méme et A est un point uni non par- 
fait de l’involution 1,. 

Examinons de plus près la structure du point.uni A. Soit F* une 
transformée birationnelle de F telle qu'au point A corresponde une 
courbe exceptionnelle a (on peut par exemple projeter la surface F du 
point A sur un hyperplan de 5, ne passant pas par A; la courbe excep- 
tionnelle a est alors la droite suivant laquelle le plan x rencontre cet 
hyperplan). A l’involution I, correspond sur la surface F* une involu- 
tion cyclique I). | 

Lorsque le point A est uni parfait pour I,, tous les points de a sont 
unis pour), mais lorsque le point A est uni non parfait, Vinvolu- 
tion 1}, détermine sur la droite a une involution cyclique d’ordre p 
possédant deux points unis distincts Aj, A}. Ces points seront unis 
pour I’ et l'on peut reprendre, au sujet de chacun d’eux, le raisonne- 
ment qui vient d'être fait pour le point A. Et ainsi de suite. 

Supposons que A soit un point uni non parfait et retournons a la 
surface F. Aux points A*, A correspondent des points A,, As, dis- 
tincts, infiniment voisins de A, unis pour l’involution I,. La tan- 
gente AA, à la surface F est unie pour l’homographie H et s'appuie en 
un point B, sur un des axes 8, S®), ..., SP), par exemple sur S®). 
De même, la tangente AA, s’appuie par exemple sur S en un 
point B,. Si le point A} par exemple est uni parfait pour I), nous 
dirons que le point A, est uni parfait pour I,, qu’il est non parfait 
dans le cas contraire. 

Dans le domaine du premier ordre du point A sur la surface F, 
l'homographie H détermine une involution d’ordre p possédant les 
points unis A,, A,. Dans le domaine du premier ordre du point A,, 
l'homographie H détermine soit l'identité si A, est uni parfait, soit 
une involution cyclique d'ordre p, possédant deux points unis A,,, Aj, 
si À est un point uni non parfait. De même, dans le domaine du pre- 
mier ordre de A,, tous les points sont unis pour l’homographie H, ou 
il y a deux points unis A,,, A,, pour l'involution I,. Et ainsi de suite, 
tous les points infiniment voisins de A,, par exemple sont unis pour I,, 
ou il y a deux de ces points unis pour I,,, selon que A,, est uni parfait 
ou non. 
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_ En examinant successivement les domaines des ordres successifs 
du point uni non parfait A, on trouvera que ce point est le pied d’une 
sorte d’arbre dont les différentes branches sont formées de points unis 
de l’involution I,. Chaque branche s’arréte éventuellement à un point 
uni parfait. L'ensemble de ces points unis forme la structure du 
point A. 

3. Considérons les courbes C, passant par le point A et désignons- 
les par C. Les hyperplans découpant sur F les courbes C, appar- 
tiennent à Y, et passent par A; ils contiennent donc le plan tangent « 
à F en A; les courbes C' ont donc un point double au moins en A. 
Nous allons montrer que nous pouvons supposer que cette multipli- 
cité est inférieure à p. 

Désignons par |C|le système linéaire | pC|, par r sa dimension. En 
rapportant projectivement les courbes C aux hyperplans d’un espace 
linéaire à r dimensions, nous transformons la surface F en une sur- 
face F sur laquelle nous pouvons raisonner comme plus haut, sans 
autre modification qu’un changement de notations. 

Cela étant, considérons une courbe C passant par A et y touchant la 
droite AB,. L’homographie H et ses puissances lui font correspondre 
p — 1 courbes C touchant également la droite AB, en A. L'ensemble 
de ces p courbes C est une courbe Cunie pour H. Construisons une 
seconde courbe C analogue à la première mais en partant d’une 
courbe C tangente en A à la droite AB,. Observons d’autre part que 


les courbes C formées de p courbes C transformées les unes dans les 
autres par l’homographie H appartiennent totalement à un système 
linéaire partiel | C, |, dépourvu de points-base, composé au moyen de 
l’involution I,. Les deux courbes construites plus haut, ayant en À un 
point multiple d'ordre p et p tangentes confondues avec AB, pour la 
première, AB, pour la seconde, appartiennent à |G, | et déterminent 
dans ce système un faisceau de courbes ayant en À un point multiple 
d'ordre p à tangentes variables. 

Revenons maintenant à notre surface F primitive. De ce qui pré- 
cède, il résulte que nous pouvons choisir cette surface de manière 
qu'il existe des courbes (, ayant en A la multiplicité p et des tangentes 


à 
4 


variables. Ces courbes sont des courbes C; particulières ou coincident 
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avec ces courbes. Placons-nous dans cette seconde hypothèse et soit 
A! le point de diramation de la surface qui correspond au point 
uni A. Aux courbes (, correspondent, sur ®, les sections I” par les 
hyperplans passant par A’. Le système .C' ale degré effectif pn —P*, 
donc le système |I’| a le degré effectif » — pet le point A’ est multiple 
d'ordre p pour la surface ®. 

D'autre part, Jes courbes C, ont le genre p(z — 1) +1 — ~p(p—t). 


Sur une de ces courbes, l’involution 1, détermine une involution 
privée de points unis, car sur cette courbe se trouve un groupe de 
p points distincts infiniment voisins de A. D'après la formule de 


Zeuthen, les courbes I’ ont donc le genre 7 — = (P — 1). Mais cela est 


absurde, car le point A’, multiple d’ordre p pour ®, abaisse le genre 
de p—1 unités. Il en résulte que les courbes (, ayant un point mul- 
tiple d'ordre p en A, ne peuvent être que des courbes C, particulières. 
En d’autres termes, les courbes C’, ont en A une multiplicité infé- 
rieure à p. 

Les tangentes à une courbe (, en A étant en nombre inférieur à p, 
doivent être unies pour l’homographie H, par conséquent elles coin- 
cident avec les droites AB,, AB.. 


4. Les courbes C ont en commun le point A et les points A,, A, ; 
si ces points ne sont pas tous deux unis parfaits, les courbes C' ont 
encore en commun un certain nombre de points fixes, infiniment voi- 
sins de A, unis pour linvolution L,. Considérons une branche d’ori- 
gine A d’une courbe C'. Tout point du domaine de A, appartenant à 
cette branche et restant fixe lorsque la courbe C° varie, doit être uni 
pour 1,, puisque chaque courbe C, est transformée en elle-même 
par H. La branche considérée passera done par un certain nombre de 
points unis de I, infiniment voisins successifs de A. Soit P le dernier 
de ces points. Le point infiniment voisin de P situé sur la branche 
considérée, varie avec la courbe C, et doit d'autre part être uni 
pour I,;- il en résulte que le point P est uni parfait pour l’involution 1,. 

Ainsi donc, les courbes C ont en commun certaines suites de points 
fixes infiniment voisins successifs de A, unis pour l’involution I,,, les 
derniers points de chacune de ces suites étant unis parfaits, Soient 
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P,, P,, ..., P, les derniers points de chacune de ces suites, 7, 
ny, ..., n, leurs multiplicités respectives pour les courbes C:. | 

‘nvisageons une courbe ( et la courbe I” qui lui correspond sur ®. 
Soient Run groupe de l’involution 1, appartenant à C, et R’ le point 
qui lui correspond sur I’. Lorsque le groupe R se déplace sur (, et 
tend vers un point uni du domaine de P, par. exemple, le point R’ 
tend sur I” vers le point A’ et la droite A’R’ tend vers une tangente a 
la surface ® en A’. Il en résulte qu'aux 7, points de la courbe (’ infi- 
niment voisins de A’ correspondent n, tangentes à la surface ® en A’. 
Lorsque la courbe C varie, la courbe I” varie et ces n, tangentes 
engendrent un cône d'ordre n,, tangent à ® en A’. En répétant le 
même raisonnement pour les points P,, P;, ..., P,, on voit que la 
surface ® a en A’ un point multiple d'ordre n, +--+... + Mis le cone 
tangent en ce point à la surface étant décomposé en / cônes respecti- 
vement d’ordres n,, no, ..., Ny. 

Rapportons projectivement les courbes (, aux hyperplans d’un 
espace linéaire à 7, —1 dimensions; à la surface F correspond une 
surface ®,, image de l’involution I,, projectivement identique a la 
projection à partir de A’ de la surface ® sur un hyperplan de l’espace 
ambiant. Aux domaines des points P,, P,, ..., P, correspondent, 
sur ®,, des courbes rationnelles y,, Yo, .:-., Yu respectivement 
d'ordre n,, ms, ..., nm. L'ensemble de ces courbes représente le 
domaine du point A’ sur la surface ®. 

La surface ®, est d'ordre n —(m,-+ my +..-+ 7%). 


5. Les courbes C’ assujetties à toucher en A une droite (du plan à) 
distincte des droites AB,, AB., forment un système linéaire de dimen- 
sion r, — 2; nous les désignerons par C;. Les courbes C; ont en À une 
. multiplicité supérieure d’une unité au moins à celle des courbes C, et 
d’autre part au plus égale a p. Aux courbes (” correspondent, sur la 
surface ®, les courbes I” découpées par les hyperplans passant par 
une droite issue de A’. A ces courbes correspondent sur la surface ©, 
des courbes que nous désignerons par la mème notation |”, découpées 
par les hyperplans passant par un point A, appartenant à quelques- 
unes des courbes y, Y2, -- +> Yr 

Si les courbes C’ ont en À une multiplicité inférieure à p, leurs 
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tangentes en ce point sont confondues avec les droites AB,, AB,. On 
reprendra, pour les courbes C;, le raisonnement fait pour les 
courbes (, et l’on parviendra ainsi à déterminer la singularité de la 
surface ®, en A’. à a 

En rapportant projectivement les courbes C; aux hyperplans d'un 
espace linéaire à r, — 2 dimensions, il correspondra à la surface F une 
surface ®,, image de l’involution I,, projectivement identique à la 
projection de ®,, à partir de A, sur un hyperplan de l’espace dans 
lequel est plongée cette surface. On observera que si la courbe y, par 
exemple, passe par le point A, il lui correspondra sur la surface ®, 
une certaine courbe y,, d'ordre n,—1t. Il en résulte que parmi les 
points fixes du domaine de A communs à toutes les courbes C;, on 
rencontrera le point P, sin, > 1. Si la courbe y, ne passe pas par le 
point A’, les courbes C; auront la même multiplicité que les courbes C;, 
en P,. 

Considérons maintenant les courbes C’ assujetties à toucher en A 
une droite distincte de AB,, AB, et désignons-les par C”. Ces courbes — 
ont en À une multiplicité au plus égale à p. Si cette multiplicité est 
inférieure à p, on recommencera sur les courbes C’ le raisonnement 
fait pour les courbes C’, et ainsi de suite. 

Comme les multiplicités en A des courbes C,, Ci, Cy, ... vont en 
croissant, on parviendra finalement à un dernier système |C\”’| dont 
les courbes ont, en A, un point multiple d’ordre p à tangentes 
variables. On obtiendra par suite une suite de surfaces ®,, ®,, ..., ®,, 
images de l’involution I,. La dernière, ®,, aura l’ordre n— p et aux 
groupes de [, formés de points infiniment voisins de A, situés sur les 
courbes C\”’, correspondront sur cette surface les points d’une droite 
simple. 

On parviendra ainsi & analyser la singularité de la surface ® au 
point A’. Le point singulier A’ sera équivalent, au point de vue des 
transformations birationnelles, à un ensemble de courbes rationnelles 
dont chacune représente le domaine d’un point uni parfait de l’involu- 
tion I, situé dans l’entourage du point uni A. 

Il convient cependant de remarquer qu'il ne sera pas toujours 
nécessaire, pour analyser la singularité en question, d’aller jusqu'aux 
courbes C}". La circonstance suivante peut en effet se présenter : 
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Supposons qu’en analysant la singularité des courbes CŸ en A, nous 
ayons été conduit à trouver que le cône tangent à la surface ®,_, du 
point A,, se décompose en deux cônes ayant en commun une 
droite a. Nous trouverons donc, sur la surface ®,, deux courbes y;.,, 
Yea, équivalentes à l’ensemble des points de ®,_, infiniment voisins 
de A’. ,, se rencontrant en un point A’. Il se peut qu’aux courbes C/"") 
correspondent, sur la surface ®,, des sections hyperplanes passant 
par un point distinct de A’. Ce dernier sera en général simple pour la 
surface ®, et la singularité du point A’ sera alors complétement 
connue. 


6. Aux courbes C,, C;, ..., C,, formant des systémes linéaires 
composés au moyen de I, correspondent sur la surface ® des courbes 
que nous avons désignées par l', l';, ..., [,. Les systèmes linéaires 
IT, 7; ..., |F,| sont complets. 

Considérons une courbe C qui ne soit pas transformée en elle-même 
par l’homographie H. Il lui correspond sur ® une courbe T*, de genre 


effectif p(x —1) +1, possédant 5 PCP —1)n points doubles, corres- 


pondant aux couples de points de la courbe C appartenant à des 
groupes de I,. Lorsque la courbe C varie, la courbe I” engendre un 
système continu rationnel appartenant par conséquent à un système 
linéaire. 

Faisons varier la courbe C d’une manière continue dans |C| jusqu'à 
ce qu’elle vienne coincider avec une courbe (,. La courbe F* varie 
d’une manière continue et vient coincider avec la courbe I’ correspon- 
dante, comptée p fois. La courbe [* appartient donc au système | pI’ |. 

Faisons maintenant varier la courbe C d’une manière continue 
dans |C| de manière qu’elle vienne coincider avec une courbe (,. La 
courbe I* vient coïncider avec la courbe l, homologue, comptée 
p fois. Mais les courbes I’, passent par les points de diramation de la 
surface ®; elles rencontrent donc certaines composantes infiniment 
petites de ces points, et ces composantes interviennent dans la compo- 
sition de la courbe I* correspondant à la courbe C,. Nous devons donc 
écrire que la courbe I* envisagée se réduit à la courbe pl',+ A, 
A, étant un certain ensemble des composantes des points de dira- 
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mation de ®. Nous avons done 


|p| =|pl.+ a. 


Projectivement, cela signifie que parmi les “hypersurfaces qui 
découpent sur ® les courbes du système | pI’|, il en est une au moins 
ayant un contact d'ordre p — 1 avec la surface le long d’une courbe I’ 
arbitrairement choisie. 

Le même raisonnement peut être repris pour les courbes l;. .... |’, 
et l’on aura 


{pr |=|pl.+ A,|=|pls+ A;|=—...=|plp+ A» |; 


A,, A;, ..., A, étant formées de courbes infiniment petites, compo- 
santes des points de diramation de la surface ®. 
Donnons-nous maintenant, dans S,., la surface ® par ses équations 


Pari Vito, ty, Ue, Us) (DE OMS ST): 


TOUTE U1, Uy, U3) = 0, 


(1) 


où les d; sont des polynomes de même degré et Ÿ un polynome irré- 
ductible. Supposons que nous ayons pu construire, sur cette surface, 
une des courbes F,, T;, ..., 1, et soit 


hile 
epee eer 


l'équation de l'hypersurface ayant un contact d’ordre p — 1 avec la 
surface le long de cette courbe. Considérons maintenant, dans S 
surface représentée par les équations (1) et 


la 


ryt 


a — VW. 


S'il existe sur la surface ® au moins un point de diramation, cette 
dernière surface est irréductible et précisément birationnellement 
identique a la surface F. 


7. Envisagèons, sur la surface F, le système linéaire 
|D|=]2C}. 


. à | | 2 . ~ A ss « 7 
Le systé me |) n’est pas composé au moyen de l’involution J, mais 
l'homographie Il échange ses courbes entre elles. Le système |D| 
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contient p systèmes linéaires partiels |D,|, D, !, ..., | D,| composés 
,: : EE Free : 

au moyen de l’involution I,. On peut les définir en disant que ces 

systèmes contiennent respectivement les courbes 


OC Cr PE Ce ae 


Ces systèmes se comportent donc comme les systèmes |C, |, 
iC. 1, ...,|C,l Le système | D,| est dépourvu de points-base; les 
autres ont comme points-base les points unis de [,, 

Deux des courbes 


C,+ Cs, 9G, Ce + C;, se eg C,+ CG, 


ne peuvent appartenir à un même système linéaire composé au moyen 
de I,. L’une de ces courbes appartient done au système D, . Suppo- 
sons, pour fixer les idées, que ce soit la courbe C,-+ C,,. Cette courbe 
passe par le point A, et aura done le méme comportement que l’une 
des courbes C, C,, .... 

On peut poursuivre ce raisonnement et disposer des indices pour 
que les courbes C;+C, +... aient le mème comportement en A 
que l’une des courbes C,, Ci, .... Cependant, cette facon de disposer 
des indices n’a rien d’absolu; il peut se faire que les courbes C,+ C; 
aient en A le même comportement que les courbes C,, alors que les 
courbes C,, C; ont en A un comportement bien déterminé, comme on 


va le voir. 


8. Les courbes C, sont découpées sur F par les hyperplans de *.. 
Ces hyperplans passent par S"’, S\’, ..., S mais non par S$’; tls 
ne contiennent donc pas le plan tangent « en A à F. Il en résulte que 
les courbes C, ont un point simple en A et y touchent la droite AB.. 

Les courbes C, ont en commun, au point A, une suite de points 
simples fixes infiniment voisins successifs de A, unis pour l’involu- 
tion L,, le dernier étant uni parfait. 

Le nombre des points d’intersection des courbes C, avec une des 
courbes GC, CG, ..., absorbés en A, est naturellement multiple de p. 

Les courbes C, sont découpées sur F par les hyperplans de ~;, 
hyperplans ne passant pas par l'axe S'*) de l’homographie H et ne 
contenant par conséquent pas le plan tangent « à F en A. Les 


courbes €, ont un point simple en A et y touchent la droite AB,. 


14 
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Supposons que les courbes C, + C; appartiennent au système |D, |; 
elles ont un point double en A et par conséquent les courbes D, pas- 
sant par A y ont un point double. Il en est de même des courbes C, et 
au point de diramation A’, la surface ® posséde un point double 
biplanaire auquel peuvent étre infiniment voisins successifs des points 
doubles. 


9. Nous allons poursuivre l'étude du point de diramation A’ de la 
surface ® dans l’hypothèse où le cône tangent à la surface en ce point 
se décompose en deux cônes, nécessairement rationnels, ayant en 
commun une droite unique (simple pour chacun des cônes). Sur la 
surface ®,, nous aurons donc deux courbes rationnelles y,, y», 
respectivement d’ordres n,, r;, se rencontrant en un seul point A,. 
Nous commencerons par supposer que le point A, est simple pour la 
surface ®,. 

Nous avons, sur la surface ®,, dont les sections hyperplanes sont 


les courbes I’, 
T=rT'+ y; +". 


Soient v,, v, les degrés respectifs de y,, y.. En considérant les 
intersections de la courbe [+ y, + y, avec y, puis avec y., ona 
QS PE ER PE A 1 O— Ne +I+ Ve, 
d’où 
V—=—(n; +1), Ve — (Ns+ 1). 


Nous avons, d’autre part, 
[pV | =| pl.t yi+ eye + A! |, 


A, et A, étant des entiers et A) le terme provenant de la présence 
éventuelle d’autres points de diramation. Les courbes I’, rencontrent 


2 CES . 
l’une des courbes y,, ys, par exemple la première en un point et ne 
rencontre pas l’autre. On a donc 


ptiyy,+A.=0, Ag+ Ave = 0; 
par conséquent 


P= (Vive — 1) = Ag (yy + Ni + Po), 


p étant un nombre premier, et le second facteur étant supérieur à 
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l’unité, ona 


MT, = +I, P= Ris + N+ Ng. 
Par suite, 
|p |= |plst+ (ns +1) + Ye Ant. 


On aura de méme 


[pr\= | pY;+ ‘ae (m+ 1)¥2+ A, |, 


A’ provenant de la présence d’autres points de diramation. 

Si les courbes T,+T, appartiennent au système |D,|, nous avons 
n, = 1, No=1 et p=3. Inversement, si p=3, onan, =7,=1. La 
surface ® possède en A’ un point biplanaire ordinaire, comme nous 


l'avons d’ailleurs établi antérieurement. 


Supposons p > 3 et soit, une courbe rencontrant y, en k, points 
et y, en &, points. Par un raisonnement analogue au précédent, on 
trouve 


PT = LpTx+ (ky — kive) Yi+ (ki — Kev) Ye + Ax|, 
A, étant le terme qui provient des points de diramation distincts de A’. 
En particulier, on a 


[pUlsa| pip tp — ts 1) yi (p—1) 2+ dy 


relation que l’on pourrait également déduire de 


IT.+T,|=IP +": 


Des relations precédentes, on déduit que les courbes C, ont 
p points d’intersection avec les courbes C, ou C;, réunis en A. 


10. Retournons a la surface F. Les courbes C’, ont en A une multi- 
plicité p. A ce point multiple sont infiniment voisins successifs 
h points multiples d'ordres 0145 Pins -++5 Pan — Ps le dernier étant P,, 
et dans une autre direction, # points successifs multiples d’ordres £:;, 


Dans + + +» Par == Mas le dernier étant P,. Ona 
P2Pu+ Pois O12 Qi22-- 221, Psi2 Des. » .2 Ng. 


En évaluant le nombre des intersections absorbées en A de deux 
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courbes C’, ou d’une courbe C’ et d’une courbe C, ou C,, ona 


PH PT Pia tet Pint Pay + Pant +e Par P (Mi + Ne), 
P + Pip Pis Fes + Pin}, J 
P + Psy + Poy +... + Pok=p- 
On en déduit 
O(P — Ny — Ng) + Py (Py, — 2) +. + Pin(Pin— M1) 


+ Pai (Por— Me) +--+ + Per( Pak — Ne) = 0. 
Tous les termes du premier membre devant étre positifs ou nuls, on a 


p=Mm+ Ns, Pip +--+ PrN, Day. + «= Pek Ny. 


On a en outreh=n,, k=n,. 

Les courbes C, ont donc en A un point multiple d'ordre n, + n, 
auquel sont infiniment voisins successifs : dans une direction, 
n, points multiples d’ordre n,; dans une autre direction, n, points 
multiples d’ordre n,. Ces points sont unis pour l’involution 1,, les 
derniers points de chaque suite étant unis parfaits. 

Les courbes C, passent par les points de la première suite, les 
courbes C, par les points de la seconde suite. 


Le x pe . 
Pour =-1, M AE 1), on retrouve un résultat que nous avions 


établi directement ('), en supposant que l’involution I, possède un 
point uni parfait dans le domaine du premier ordre du point A. 
Retournons au cas général. Le genre d’une courbe C’ est égal à 


I I , I 
p(m@—1)+1— sit Mg) (dey Ng — 1) — = Wig My (ty — 1) — 5 i Ms( y— 1). 


D'autre part, sur une courbe C\, involution I, détermine une involu- 
tion cyclique d'ordre p possédant n,-+ n, points unis. D'après la for- 
mule de Zeuthen, le genre x’ de la courbe I” correspondante est donc 
donné par 


2p (Tr! —1) + (ne, + Hs) (p —1) 
SSA PRT = A) = (Ni SMS) (dt ind me My No( My + Ns— 2). 
A ee ee ee ee ae ee 


(') Recherches sur les involutions cycliques appartenant à une surfiuce algébrique (But- 


letin de V Académie royale de Belgique, 1930. p- 450-467) 


SUR LES SURFACES MULTIPLES AYANT UN NOMBRE FINI DE POINTS DE DIRAMATION. 207 


On en déduit 


V7 (n + 4 —1), 


valeur que l’on obtient directement en évaluant le genre x de la 
courbe [+ y, + y2. 


11. Nous avons supposé que le cône tangent à la surface ® au point 
de diramation A’ était formé de deux cônes rationnels, d'ordres 7,,n:, 
ayant en commun une droite simple pour chacun des cônes. Nous 
avons considéré le cas où il n’existe pas de point multiple infiniment 
voisin de A’. Nous allons maintenant faire l'hypothèse opposée. 

Sur la surface ®,, nous aurons deux courbes rationnelles y,, 7: 
passant par un point A, qui sera maintenant multiple pour la surface 
(mais simple pour les courbes y,, y.). Le point A, sera cette fois 
équivalent à une courbe rationnelle ou a une somme de courbes 
rationnelles que nous représenterons par y,. La courbe y, rencontrera 
en un point chacune des courbes y,, y. Ces deux dernieres devront 
étre considérées, au point de vue des transformations birationnelles, 
comme ne se rencontrant pas. 

Nous avons actuellement 


De Mee jis yer re: 


En considérant les intersections de cette courbe avec y,, Y2, On 
trouve encore que les degrés de ces courbes sont 


y,=— (Hi EE), Vs — (My +1). 


Soit v, le degré de yo. Les courbes I’ ne rencontrent pas yo; done 
en considérant l'intersection de la courbe précédente avec Yo, on 
trouve v, = — 2. 

Passons de la surface ®, à la surface ®,. Sur celle-ci, il correspond 
à y,, y: des courbes y,. y, d'ordres respectifs 7, — 1, 7: — 1.-Les 
sections hyperplanes I” de ®, sont données par 


On en déduit que les courbes FL” rencontrent en deux points la 
courbe yo, c’est-à-dire que le point A’ est double pour la surface ),. 
“x 
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Nous sommes ainsi conduit à faire deux hypothèses, que nous exami- 
nerons séparément ('). 


1° La surface ®, possède, en A, un point double biplanaire auquel 
sont infiniment voisins successifs un certain nombre de points 
doubles (nécessairement biplanaires) dont le dernier est biplanaire 
ordinaire ; 

2° La surface ®, possède, en A’, un point double auquel sont infi- 
niment voisins successifs un certain nombre de points doubles dont 
le dernier est conique, les précédents étant biplanaires. 


12. Supposons donc en premier lieu l’existence d’une suite de 
k points doubles biplanaires. Cette singularité équivaut, au point de 
vue des transformations birationnelles, à l’ensemble de 2k courbes 
rationnelles de degré — 2 


Vans Vous ee. Vis Ykox +. Yooy Yates 


Chacune des courbes de cette suite rencontre fa précédente et la 
suivante en un point, mais ne rencontre pas les autres. De plus y,, et 
Y:. rencontrent ensemble y, et y, chacune en un point; pour fixer les 
idées, nous supposerons que y,, rencontre y, en un point, mais ne 
rencontre pas y,. Alors y,. ne rencontre pas Y,,, mais a un point com- 
mun avec Ys. 

Cela étant, la courbe I’, rencontre en un point y, mais ne rencontre 
pas les autres courbes y. Nous avons 


[PT = |pl:+2yi+ AnYut-..4 der Ya + Mas Ykg eee + ie Vie + As Ye + ast 


les À étant des entiers et A, ayant la même signification que plus haut. 
Prenons les intersections des courbes du système précédent succes- 
sivement avec les courbes y,, ¥,,, ..., Yi», Y2; nous obtenons 


P +hvi+n=0, 
Ay — 23 + dont, : 


a D ee eC re a) 


(1) Nous exeluons done les points doubles uniplanaires. 


# 
#, 
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On en déduit 


Ma Ae dos — (2¥e +1) Ag, “9 Arg — (hve t k— tha, 
hie — [(K +1) vet kas, aa) 
hagas (2k vg t 2k —1)deg, Ay=— [(2k +1) ve + 2k] dg. 


En portant ces valeurs dans la première relation, on obtient 
p=f(2k+i)un+2k(n+v)+2k—i]x 


ou, en remplaçant v,, v, par leurs valeurs 


p={2knn+nn+m+ Rig | hs 


Le premier facteur du second membre est supérieur a l'unité; 
p étant premier, on a 


A=; p=(2k +i)nin+ + Ns. 
Par suite 


Ave 2-4, À —= 2/9 +1, bed lag hist kng +t, ne 


Anu=2Anm+i1, d= (2k +1) nr +1 


| pV | =| plat {(2k+1) met} Yt (2h +1) yat... 
+ (273 +1) Ye + (M24 1) Yo + Ye tA, |. 


Les courbes I’, rencontrent la courbe y, en un point mais ne ren- 
contrent pas les autres courbes y. Par une méthode analogue à la pré- 
cédente, on trouve 


[pT |= |plst yt (at 1) Yue Heke +1) fiat I GA+ 1) a+! \-y,+ A;|- 


13. Supposons maintenant que la singularité de la surface D, au 
point A, se compose d’une suite de #+ 1 points doubles infiniment 
voisins successifs, les # premiers étant biplanaires et le dernier 
conique. Cette singularité est équivalente à un ensemble de 
2k+ 1 courbes rationnelles 


Yar Your cer Yen Ya) Yes Yen Vins 


chacune des courbes de cet ensemble rencontrant la suivante et la 
précédente en un point, mais ne rencontrant pas les autres. De plus, 
nous pouvons supposer que Y,; rencontre y; en un point mais ne ren- 
2 


a5 f 
/ 
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contre pas y, tandis que Yÿ,, à un point commun avec Y:, mais ne 
rencontre pas y,- 
On aura encore une relation de la forme 


|pr | — | pr.+ Aye knYu+. ae Ak +. werkt AieYi2+ he Ye + A, le 
En opérant comme tantôt pour exprimer que les courbes I, ren- 


contrent la courbe y, en un point mais ne rencontre pas les autres, on 
aura 


djs — devs, eS (BEE PA; #5 
dest — (Kg t+ À — 1), dx — [(h +1) ve t+ fh] ds; 
Amp — [(K +2) ve +h | de. ree 
Aye — [(Qh +1) ve. + 2h] dy. 2, — liek +2) ¥,4+ 2k +1] de. 


En tenant compte de la relation 


par dvi + Fr 0, 


on aura 
PH=|(2K+ 2) vet (2K + 1) (4, + ve) + 2k Jdsg, 
d’où 
SS i pa (2k + 2) vy, v4 (2h +1) (¥,+ vg) +24. 


En remplaçant v,, v, par leurs valeurs, on aura enfin 


~ 
PH2(KA1) Hins+ Ni + ny. 


La relation fonctionnelle liant |F let IV, | sera cette fois 


| 
LPEI= pl +{f(2k+o)n+iiyi+) (24 + D n+i} Yu +... 
+ HD) gt yet... + (ne +1) Vis + Ya + Ag |. 


4 

On trouvera de même 

[PT |=|plst yt (a+r) yut... + (AH) ns +) yet... 
+f (2h +1) m+} Yet) (2h + 2)n, +1) 7,4 Ag]. 

lA ’ s « 

14. Supposons que les courbes C, + C, appartiennent au sys- 
teme C;+C. Sur la surface ©, nous avons 

T, - r, St ES CA Viet DER —.,..—Yl. 


D'autre part, les courbes C,, C, passant simplement par A, les 
courbes C, ont un point double en A et l’on a n,—n,—1. 


SUR LES SURFACES MULTIPLES AYANT UN NOMBRE FINI DE POINTS DE DIRAMATION. 211 


Placons-nous en premier lieu dans le cas où ®, a en A’. une suite 
de points doubles biplanaires (n° 12). Nous avons, en tenant compte 
des liaisons fonctionnelles des courbes V., F;, 


j2pr|= |p(T.+17;) + (2 ka-3) (Ya Yate ee eb Vas + Ye) + A,-+ A, |. 
On doit done avoir 24 + 3 =p. La surface ® possède en A’ un point 
double biplanaire auquel sont infiniment voisins successifs *(p—3) 


points doubles biplanaires dont le dernier est ordinaire. On retrouve 
un cas que nous avons étudié antérieurement ('). 

Placons-nous en second lieu dans l'hypothèse où la suite de points 
doubles infiniment voisins successifs de A’ se termine par un point 
double conique (n° 13). Le raisonnement que nous venons de faire, 
répété dans cette hypothèse, nous conduit à 2k +4—p, ce qui est 
impossible puisque p est, par hypothèse, premier. 

Supposons que les courbes C,+ C; n’appartiennent pas au sys- 
tame |C,+ GC !, c'est-à-dire que l'on a n,+ 2. > 2. Appelons C, les 
courbes C, + C, — C, et C,_, les courbes C, + C,—C;. 

De la relation 


AN ER MEN EN eee CR CPE LCR Ye, 


on déduit la relation fonctionnelle liant les courbes |, 
Dans l’hypothése du n° {2, on à 


la, 


ip |i plpt ip (24+i)m ii + ip ART Yu: 
SEA pe iene) ep de te LP ta A) | 


et, de même, 


Lobi=iphe + per Lys ALERTE 1 Yu Fe. 
Lip (24 + 1) 2y—1} Yo dpi: 


Dans l'hypothèse du n° 13, ona 


|p0\=|plp+tp— kA 2) Me— 1h. (Pp 1) Ys+ Ap 


i ‘ 7 . roe tims 4 
Help (per) Ver 2e {p— (ak 2) 1 ist À, 4 
(1) Recherches sur les involutions cycliques uppartenant à une surface algébrique 
( Bulletin de L'Académie royale de Belgique, 1931, Pp. 1131-1150). 
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On vérifie aisément que dans chaque cas, les courbes I’, ren- 
contrent y, en n,—1 points et y, en n, points. Les courbes I, ren- 
contrent la courbe y, en n, points et la courbe y, en n,—1 points. 


‘ 


15. Le raisonnement fait au n° 10, pour déterminer la singularité 
des courbes C, au point A, peut être en partie repris dans le cas 
actuel. Les courbes C, ont en A un point multiple d'ordre n,+ n, 
auquel sont infiniment voisins successifs dans une direction, / points 
multiples d'ordre n, dont le dernier, P,, est uni parfait pour I,,; dans 
une autre direction, A’ points multiples d'ordre n, dont le dernier, P., 
est uni parfait pour I,,. 

En considérant les intersections des courbes C, avec C,, C;, on a 


Nyt r+ hp, N+ nt h'ng=p. 


Dans l’hypothése du n° 12, on a 


PH=(2k+1)n,nygt nyt ne, h=(2k+1)n,, h'=(2k+1)n,. 


Dans l’hypothése du n° 13, ona 


PH=2(K+1) nyngt nyt ng, h=2(k +1.) ns, h'=2(k+1) ny. 


Aux courbes C, correspondent, sur ®, les courbes I” données par 


P="+y,4+ 2(Ys+..-+ Yr2) + Ye 


Les courbes I rencontrent Y, en n,—1 points, y; en rw I points, 
Yi, et Y,, en un point chacune; elles ne rencontrent pas les autres 
courbes y. Les courbes C; ont donc en A un point de multiplicité 
supérieure à n,-+ n, et elles ont en commun un certain nombre de 
points infiniment voisins successifs de A; ces suites se terminent par 
quatre points unis parfaits de l’involution 1, : le point P,, multiple 
d'ordre n,—1, le point P, multiple d'ordre 7, — 1, deux points 
simples P,,, P,, donnant respectivement naissance aux courbes Vite 
Y:2. On observera que dans le domaine du premier ordre de A, les 
courbes €, ne peuvent avoir que deux points multiples. Les 
courbes C, ont en commun les points communs aux courbes C,. De 
ces deux suites de points se détachent deux suites de points termi- 
nées par les points simples P,,, P,.. 
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Aux courbes C, correspondent, sur ®,, les courbes I données par 


TTP Vi Yu 3 (Yast Vas) + Yet Ye. 


Les courbes I” rencontrent y, en n,—1 points, y, en n, — 1 points, 
Yo, et yo. chacune en un point; elles ne rencontrent pas les autres 
courbes y. 

Les courbes C” ont en A un point multiple (d'ordre supérieur à la 
multiplicité du même point pour les courbes C’) auquel sont infini- 
ment voisins un certain nombre de points fixes infiniment voisins 
successifs. Ces suites se terminent par. quatre points unis parfaits de 
Vinvolution I, : le point P,, multiple d'ordre nr, — 1, le point P, mul- 
tiple d’ordre n, —1, deux points simples P,,, P,, donnent naissance 
aux courbes Y2,, Y22- 

Et ainsi de suite. Les courbes C{*"° auront un comportement ana- 
logue aux courbes C’, C,. Les suites de points communs à ces courbes 
se termineront par le point P,, multiple d'ordre n, —1, le point P,, 
multiple d’ordre n,—1 et par deux points simples P,,, P,.. 

Les courbes C‘’* auront un comportement différent. Les suites de 
points communs a ces courbes, infiniment voisins successifs de A, se 
termineront par le point P,, multiple d’ordre x, —1, le point P, mul- 
tiple d’ordre n, —1 et par un point Pr, pue ou double suivant que 
l’on se trouve dans l’hypothèse du n° 12 ou dans celle du n° 13. 

Inversement, si les courbes Ce ci, ... ont en A les comportements 
précédents, la singularité de la surface ® au point de diramation A’ 
présente les particularités indiquées précédemment. 


16. Nous allons maintenant considérer un exemple que nous 
empruntons à la théorie des homographies cycliques du plan. 
‘ Supposons que F soit un plan et considérons l’involution 1, engen- 
drée dans ce plan par l’homographie de période p. 


; Hi, My Lg Ly LEM e EN, 
€ étant une racine primitive p" de l’unité. 
Comme système |C|, nous prendrons le système des courbes planes 
d'ordre p. Les points unis de l’involution 1, sont les sommets du 
triangle de référence; nous étudierons le point uni A(1, 0,0). 
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Pour pouvoir écrire l’équation du système 
dérer deux cas : p —6v+1 etp—6v+5 ("). 
Dans le casp—6v+1, l'équation du système |C, | s'écrit 


C, |, nous devrons consi- 


v4 
ho Bit > Ale bch gs 


= 


v 
ay—oj—4 ji 4972 + HER 1 
+ Ÿ Pets 2} Lay eet ie se Aany+g 24 == 9 ( ye 


TA 


Les courbes C, sont données par À, — o. Elles ont en A un point 
multiple d'ordre 2v+1, une tangente étant z,—0o, les 2v autres 
étant confondues avec x, = 0. 

Avant d'analyser la singularité des courbes C, au point A, formons 
les équations de la surface ®. Celle-ci s’obtiendra en rapportant pro- 
jectivement les courbes (1) aux hyperplans d'un espace S:,:, à 
3y-+2 dimensions. Les équations paramétriques de la surface ® 


seront 
hee pX;= LA ee ies me NET + 1), 
4 Se yee Sees eee : 4 wa! gr: 
CR an 5 te ato fom EAC Tae E OXsyi2— 24 - 


La surface ® sera d’ordre p. La surface D, s’obtiendra en proje- 
tant ® du point (1, 0, 0, ..., 0) sur l’hyperplan X, = 0. Ses équations 
paramétriques s’obtiendront en supprimant la première des équations 
précédentes. 

Pour étudier la singularité des courbes C, au point A, nous utilise- 
rons les transformations quadratiques (*) 


(T;) ey any NIGEL? TH. OF 2S 


Cha BBLS s 


Se Sy. Si Fy. 


(1) Cf. Stevens, Sur la structure des points unis des homographies planes cycliques 
non homologiques (Bulletin de la Société royale de Liége, 1935, p. 128-132). 

(*) Voir nos travaux, Sur les homograuplies planes cycliques (Mémoires de la Société 
royale des Sciences de Liége, 1928, p. 1-26); Sur les surfaces représentant les involutions 
planes engendrées pur des ho:nographies cyeliques (1d., 1930, p. 1-21); Sur les courbes 
tracées sur la surface représentant involution engendrée par une homographie plane 
eyclique (Id., 1931, p. 1-14), 
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La premiere fait correspondre au point infiniment voisin de A 
sur æ,—0 le point (1, 0, 0), la seconde fait correspondre au point 
infiniment voisin de A sur x, =o le point (1, 0, 0). 

Effectuons deux fois de suite latransformation T, sur les courbes C, ; 
nous obtenons une courbe d’équation 


2V+ A1 v 


19v+9 yy i-1 32 —i+ 1 AY D SAVE Ta Ave 5 rs 
We ys ye ey 4 1 Girt Gee” Teale es haere aoe — 9. 
i= izes a 


On en conclut que les courbes GC, ont deux points infiniment voi- 
sins successifs de A, multiples d’ordre 2v, le premier étant sur æ,—0. 
Le dernier est uni parfait pour I,,. Soit P, ce point. | 

Les équations paramétriques de ®, peuvent s’écrire 


‘ Sy RO tt 0/2 À SS 
p Xi =) A PIE ES vie (1=3,2, ... 429 1-4), 
Xiti Ie Aa aa ey Ab (J HE, acy va 
DONNE EN hu 


Pour obtenir sur cette surface la courbe qui représente les points 
infiniment voisins de P,, posons y; —Ày: puis faisons tendre y; 
vers zéro. Nous obtenons 


xX, X a Nova 
A?” eet I 
DRE Maya's. le Aides 6 


La courbe y, est donc une courbe rationnelle normale d'ordre 2v. 
Effectuons maintenant sur les courbes C, la transformation 1°’; 


nous obtenons . 
si? ( yee vessel 


les termes non écrits contenant 3, à une puissance inférieure a 4yp. 
Les courbes C, ont en commun 4y points simples infiniment voisins 
successifs de A, le premier étant sur 2, =o et le dernier, P., étant 
uni parfait pour I,,. 

En raisonnant comme précédemment, on voit qu’aux points infini- 
ment voisins de P, correspondent sur ®, les points de la droite +: 


d'équations 


Ne pie = Ngee Nova =: Me = 9) 
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Appelons 0; le point dont toutes les coordonnées sont nulles 
sauf X;. La courbe y, et la droite y, ont en commun le point O,. 

Il s’agit d’examiner la multiplicité de O, pour la surface ®,. A cet 
effet, nous allons considérer les courbes C; données en posant Kio, 
À, =o dans l’équation (1). Ces courbes ont en Ala multiplicité 2¥+-3, 
quatre tangentes étant confondues avec æ,—0, les 2v—1 autres 


avec 2; = 0. 
En appliquant aux courbes C; la transformation T;, on obtient 


2V-+1 ¥ 
s > ps" ouf ; ANA +1 BY ./6V-+1 — 
5 ees ‘ys aye i+1 + yin NV NT 9, 4 FA + LES, Nr — 0. 
1=2 poet 


Les courbes C! ont donc deux points multiples d’ordre 2v —1, infi- 
niment voisins successifs de A. Ce sont les points déja rencontrés en 
étudiant les courbes C;. 

Les équations paramétriques de la surface ®,, projection de ®, à 
partir de O, sur X, — 0, peuvent s’écrire 


pX; Se ey? à LE i (i= 2,3, 2.., 2+ 1), 
‘a —_ Ÿ M ji—14 à V—) —— 

DATE Na yeu eu 1+1 (J = 12 ORGS) v), 
ad DR 8 76 Le 

PXsvee JS JP: 


Aux pointsinfiniment voisins de P, correspondent, sur ®,, les points 
de la courbe: À 


Ny Wh Gey tm ot Xovi4 
qv! 72 Pe ge dl 
Xt Bee ee Re ese. 


(est la projection de +, à partir de O, sur l’hypothése X, =o. | 
Appliquons à la courbe C; la transformation T}-'; nous obtenons 
l'équation 


D À; = (3V-—1) (2v—1-+1) ~3/—2 -(i—9) (AV—4) 
ead EE Coe. oe 


ate Ÿ À BV A — 391) ) =8/—1 LV (1) +0 1 (V—1)p -6 
“2 Ta ere \3V+9 1 / Sy — 0. 


i HF 
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Le terme de plus haute puissance en 3, est 


3v—1) (2V—1) -4 
re ' ae 


La courbe possède donc un point quadruple en (1, 0, o) et par consé- 
quent les courbes C; ont v—r points quadruples infiniment voisins 
successifs de A. : 

Opérons encore une fois T, sur la courbe précédente. On obtient 


2441 
N À; m(IV+) (2v—i+1) m9 -(i—2) (3v—1) 
i~ mo 4 
1 2 3 


= 


v 
. 7 (3V+) (2v—/) 234 -(3V—1) (j— 2% 
+) j PRES! 2 il }(2v PA gi) ge 4) (7 AHH gg 43)? 32 == 0. 


j=! 


Le terme de plus haute puissance en 3, est le dernier et par consé- 
quent aux n —1 points quadruples fait suite un point double. 
Opérons enfin la transformation T,. Nous obtenons une courbe 
d’équation 
BNP (he 53 + Âsvto 3953 + Agv4955) +... 9; 


les termes non écrits contenant z, à une puissance inférieure a 2vp. 
Nous obtenons un dernier point double, uni parfait pour l’involu- 
tion I,. Au domaine de ce point correspond sur la surface ®, la 
conique d’équations 


2 ae) een ate se NG Bea Caples NY fab: 
Xivio — Xe Xsv+e = 0; X;=...= X= Neca: = Xi 0: 
44 


Désignons-la par yo. Cette conique rencontre la courbe y,, projection 
de y,, au point Oy. 

Nous voyons que le point A, est double conique pour la surface ®,. 
Au point A’= 0s, la surface D possède donc la multiplicité 2y +1, le 
cone tangent étant décomposé en un cone d’ordre 2v et un plan ayant 
une droite commune. Au point A’ est infiniment voisin un point 


double conique. 


47. Envisageons maintenant le cas p=6v+5. L'équation des 


Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fase. 3. 28 
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courbes C, s’écrit 
+2 
(1) Ayayt dé Act a at? 


i= 
v1 
bade ee Sohne 
am > Revers a DE a ET Day, Th = 0. 
{=i 


Nous obtiendrons les équations paramétriques de la surface ®, 
image de l’involution I,, dans un espace linéaire S;,,,, en posant 


0X — x, py aa (¢=1,2,...,2¥+2), 
DORE eu ne Gaya, Vea) 


PXsvrs = Th. 


Les courbes C' sont caractérisées par À, = 0; elles ont en A la mul- 
tiplicité 2v+ 3, deux tangentes étant confondues avec æ,—0 et 
2V + 1 avec T3 — 0. 

Opérons sur les courbes C, la transformation T° ; on obtient. 

a+ 
pr ete > LR LE Pa a bre i: 3 Aévaré ob à yt = bene pin +5 = 0. 
i=1 
Les courbes C, ont done deux points multiples d’ordre 2v+ 1, infini- 
ment voisins successifs de A. Au domaine du dernier, P,, de ces 
points correspond, sur la surface ®,, la courbe y,, courbe normale 
d'ordre 2» +1, 


es, Cds 0 
Cree OS TN Es I 
bog Oh, FR ae 1 


Opérons d’autre part, sur les courbes C', la transformation T?*. 
Ona ‘ 


VIL GV+ 5 (À -2 
1 = 


3)" 3 + Aev4s 5253+ Asus 55) +... 0. 


Les courbes C, ont donc en commun une suite de 2v+1 points 
doubles infiniment voisins successifs. Au domaine du dernier, P,, de 


ces points correspond sur la surface D, la conique y: d'équations 
Nivea = Xi Xi = 0; AS TE it Meg ee, RSS Pe 


Les courbes Yi, Y. ont en commun le point O,. 
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Considérons maintenant les courbes Cj, caractérisées par 
Ay =A, =o. Elles ont en A la multiplicité 2v-+ 5, 2v tangentes 
coincidant avec x, = 0 et cing avec æ, —0. 

Appliquons aux courbes C’ la transformation T°; nous obtenons 


2V+2 


a : 
12V+1 i—2 , ,2V—I — 
Ee a AE ty RH... O: 


i=2 


Les courbes GC’ ont deux points multiples d'ordre 2v infiniment 
voisins successifs de A. Au domaine du dernier, P,, correspond sur 
la surface ®, la courbe y, projection de y, à partir de O, sur l’hyper- 
plan X, =o. 

Appliquons aux courbes C la transformation T,; à cet effet, nous 
distinguerons deux cas, suivant que y est pair ou impair. 

Supposons en premier lieu v = 2v’ et effectuons T°‘. En n’écrivant 
pour abreger que les termes de l’équation qui nous intéressent, nous 
obtenons 


2V(3V'—A) = 5 -Vi3W—lj—8 > 7 5 sy /3v/—2)—3v'—5 2 3! es 
ys. 35 + Aov+a Si" v j 20 83 + Asya 2)—3V 5 ZE 0 42 0. 


Les courbes C! possèdent v’—1 points quintuples infiniment voisins 
successifs dont le premier est situé sur la droite a2, — 0. 
En appliquant une nouvelle fois T,, on obtient 


as aga hs Un, te 
Au dernier point quintuple fait donc suite un point quadruple. 

En appliquant à la courbe (2) la transformation TY", on trouve que 
le coefficient de la plus haute puissance de 3, est Aayss 30 + Agves Ta. 
Au point quadruple font donc suite 3v +1 points simples dont le 
dernier est P.. Au domaine de ce point correspond, sur la surface ®., 
la droite 


Kea NGG as 0 Kye gyn OY 


projection de la conique y» sur Vhyperplan X,—o (contenant ®,). 
Reprenons la courbe (2). La transformation T, donne 


15 
Ae MNT Dan 1575 yey eee Ve Ae — 0. 
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Au point quadruple de la courbe (2) est done infiniment voisin, 
dans la direction 5,— 0, un point simple. 

En appliquant, à la courbe précédente la transformation T5, on 
trouve finalement 


ZNOVHS) (A Se + Maven Ss) He = Où 

Au point simple font donc encore suite deux points simples dont le 
dernier, P,, est uni parfait pour l’involution 1,. Au domaine de ce 
point correspond, sur ®,, la droite 0,0,,.;. 

Il résulte de ceci que dans le cas v= 2v’, le point A, =O, est 
simple pour la surface ®,, le plan tangent étant O, O, O.,,;. 

On parvient aux mêmes conclusions dans le cas y—2v +1. On 
trouve sans difficulté qu’au point A sont infiniment voisins successifs 
v’ points quintuples, le premier étant sur æ,— 0; on trouve ensuite 
un point double. A ce dernier point sont infiniment voisins successifs 
dans une direction 3v'+ 2 points simples dont le dernier est P,, dans 
une autre direction, trois points simples. Le plan tangent a la sur- 
face D, en O, est 0, 0, 05,5. 

Le point A'=0, est done multiple d’ordre 2y+ 3 pour la sur- 
face ®, le cone tangent étant formé d’un cône rationnel d’ordre 2v-+-1 
et d’un cône du second ordre ayant une seule droite en commun avec 
le premier. Il n’y a pas de point multiple infiniment voisin de A. 


18. Nous voudrions actuellement montrer sur un exemple, 
emprunté également à la théorie des homographies cycliques du 
plan, que le cône tangent à la surface ® au point de diramation A’, 
peut être décomposé en plus de deux parties. 

Considérons l'homographie 


où € est une racine primitive d'ordre 23 de l'unité. Cette homo- 
graphie engendre une involution I,, d'ordre 23, ayant comme 
points unis les sommets du triangle de référence. Nous étudierons 
le point uni A(1, 0, 0). 

Pour système °C, prenons le système des courbes d’ordre 23. Le 


: 4 
Fi 
¥, 
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système |C, | a pour équation 


23 17 Ba 5 as : 5 7 
(1) Aga + Late 2 + Ayo ad a2 + ri apap + AvP ax} 
9 10 ark os 14 D y 3 ua 7 
et Var + eat wary + Mai mia deat wal + yall al 


2 als 46 : 
+ kon Ti + ma OE 2 + Met + Ay 2 0. 


La surface ® sera obtenue en rapportant projectivement les 
courbes (1) aux hyperplans d’un espace linéaire S,,. Le point de 
diramation correspondant au point A sera le point A'=0,. 

Les courbes C, sont données par A, = 0; elles ont un point sextuple 
en À, une tangente coincidant avec æ, — 0 et cing avec æ; — 0. 

Appliquons à la courbe C la transformation T,. La courbe obtenue 


ads ro sir mn? PA =! j : : 
(a) Ass + yet ag5% + afh5925( Ag Sh + Ay 5285 + À,2:2253 + Ag 35 35) 
9 


Le aid Zi? (1, 35° + Ag 325935 


k 22 oD Ds 0 ; 5 be: 
+ hg 8} 23.25 + Ayo 353355 + 141 383825 + We 581159 0 


possède un point triple à tangentes 3,32 — 0 au point (1, 0, 0), done 
les courbes C’ ont un point triple infiniment voisin de A sur la tan- 
gente æ;— 0. ] 

Appliquons a la courbe (2) la transformation T;; nous obtenons 


MORE À 632383 + Aig 3h) +...—0; 


les termes non écrits contenant 5, à une puissance inférieure à 184. 
Les courbes C’ ont donc une suite de sept points doubles infiniment 
voisins successifs du point triple trouvé plus haut. Le dernier de ces 
points est uni parfait pour L:. Sur la surface D, de S,,, il lui corres- 


pond la conique 
| Re as 
du plan 0,0,0,:. 
Effectuons au contraire sur la courbe (2) la transformation I); nous 


obtenons 

gl!3 (Ky Sg-+ less) + 0: 
il y a donc deux points simples infiniment voisins successifs du point 
triple. Le dernier de ces points est uni parfait pour I,, et il lui corres- 


pond, sur ®,, la droite-O, Oy. 
Reprenons la courbe (1) et effectuons la transformation T,’; nous 
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obtenons 

331 (a Se Arg 3a) +---=0- 
Les courbes C, ont donc dix-sept points simples infiniment voisins 
successifs de A, le premier étant sur æ,—o. Le dernier est uni 
parfait pour [,,; et à son domaine correspond, sur la surface ®,, 
la droite 0,0,;. 

Nous voyons donc que la surface ® posséde au point de dirama- 
tion A’ un point quadruple, le cône tangent étant formé d’un cône du 
second ordre et de deux plans; les deux plans se rencontrent suivant 
une droite et l’un d’eux rencontre le cône du second ordre suivant 
une droite. 

On peut continuer l’étude de la singularité de la surface ® au 
point A’; la question ne présente aucune difficulté; nous nous borne- 
rons à donner les résultats. 

Sur la surface ®,, nous avons une conique y, et deux droites 
¥::=0,0,, Y::—0,0,, se rencontrant au point O,. Seule la pre- 
mière droite y,, rencontre la conique y, au point O,. Le point O, est 
simple pour la surface ®,, le point O, est double biplanaire ordinaire. 
Ce point est équivalent à deux droites y.,, y: de degré — 2, se ren- 
contrant en un point. La droite y., rencontre y, en un point et la 
droite y,, rencontre y,, en un point. Les droites Yor, Yoo coincident 
respectivement, sur la surface ®., avec les droites 0,0,, 0,0,;. 


ETUDE 


DU 


MOUVEMENT D'UN FLUIDE PARFAIT 


DÉPOURVU D'ACCÉLÉRATION 


Par M. Eure MERLIN. 


Introduction. 


1. C’est un cas banal que celui d’un fluide se mouvant a la manière 
d'un solide, d’un mouvement rectiligne uniforme. Mais on peut se 
demander si, en dehors de ce cas, il existe des mouvements de fluides, 
que nous supposerons parfaits, pour lesquels chaque particule conserve 
sa densité et soit animée d’un mouvement rectiligne uniforme, c’est- 
à-dire se meuve comme si elle était entièrement libre. Ceci ne signifie 
pas qu’aucune force n’agisse sur le fluide. En effet, désignons, suivant 
l'usage, pare et p respectivement la densité et la pression et par XYZ 
les composantes, suivant trois axes de coordonnées rectangulaires, de 
la force agissant sur l’unité de masse, au point de coordonnées x, y, 5. 
Les équations du mouvement exigent que l’on ait 


0 ; 0 5 
1 —,xX, CP — oY, weer OL. 
Les composantes de la force par unité de volume seront les dérivées 


partielles d’une même fonction de x, y, 3. L'effet de la force sera 
simplement d’assurer en chaque point du fluide la pression représentée 


SX 
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par cette fonction, pression qui pourrait d’ailleurs varier avec le 
temps. 


2. Appelons a, b, c les coordonnées d’une particule à l'instant 
initial et f,(a, b, c), fa(a, b, c), f;(a, b, c), les composantes de la 
vitesse constante qui l’anime. Les coordonnées x, y, 3, de la particule 
à l'instant 4, s’écrivent 
(1) æ—=a+tf,(a, b,c), 7 =b+tf(a, b,c), z=c+tf(a, b,c). 


Les trois fonctions /,, /2, fs devront satisfaire, quel que soit £, 
à l'équation de continuité 


D(a, 7,2) __ 


Dia D cc} à 


En vertu des équations (1), l’équation de continuité deviendra 
fi. fr, fs [DO fs) | Dh) | DIA he) 
(+ “8 ja) +e | Hikes Die ape Tee | 


Difutuh) _, 


cpa Aa A AS 
Dla. bre) ci 


Comme elle doit avoir lieu pour toute valeur de t, on devra satisfaire 
aux équations s 


° Loin 
Dif, fs) | Dif) , DUA) _ 
(3) D(b,c) D(b,a) qi D(a,b) 
Dif» fa Ja) Jk 
(4) D(a;'d, &) 20 


La derniére exprime que l’indicatrice I des vitesses, obtenue en 
menant par l’origine des vecteurs équipollents aux vitesses des 
diverses particules du fluide, est un point, une ligne ou une surface. 
Si I est un point, toutes les particules sont animées du même mou- 
vement rectiligne uniforme, nous retrouvons le cas banal. 


3. Sil est une ligne, on écrira 
AO), Rp), =), 


ou A est une certaine fonction de a, b, c. 
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D 
nr 


La seule équation à satisfaire sera l’équation (2), qui devient 


dg, Oh a do; Oh ae do, ON __ 


dh da dik 0b de 


* 


Elle exprime que la tangente a I au point pour lequel le paramètre A 
a une valeur déterminée A,, est parallèle au plan tangent à la surface = 
qui a pour équation 
A(a, b, c) = I 


La surface © est donc un cylindre. Or les lieux des points pour 
lesquels la vitesse est la même sont précisémentles surfaces A= const. 
et la vitesse qui anime les points d’une telle surface est le rayon 
vecteur du point de l’indicatrice I défini par la valeurde À qui 
détermine la surface. Donc, pour obtenir le mouvement du fluide, on 
tracera dans celui-ci une famille de cylindres, à un paramètre, on const- 
dérera un cône dont le sommet est un point fixe O et les génératrices des 
droites parallèles aux génératrices rectilignes des cylindres, et l’on déter- 
minera l'arête de rebroussement | d’une surface développable dont les 
plans tangents sont parallèles aux plans tangents au cône. À toutcylindre 
de la famille on fera correspondre ainsi un point de I. Cela étant, à 
l'instant initial, on communiquera aux particules de chacune des traces 
cylindriques du fluide, une vitesse égale au rayon vecteur du point de | 
qui correspond à cette trace. A la condition de définir la force et la 
pression ainsi que nous l'avons indiqué plus haut, le mouvement du 
fluide se continuera sans accélération. 

Dans le cas particulier où les génératrices des cylindres sont paral- 
lèles à une direction fixe A, le fluide sera animé d’une translation 
rectiligne uniforme dans une direction perpendiculaire à A, tandis 
que chaque trace cylindrique glissera sur elle-même parallèlement à 
‘ses génératrices rectilignes avec une vitesse constante, variant arbi- 
trairement d’une trace à l’autre. Si les cylindres se réduisent à des 
plans parallèles, ceux-ci glisseront arbitrairement les uns sur les 
autres, avec une vitesse constante. 


4. Envisageons l'hypothèse ou l'indicatrice I est une surface et. 
tout d’abord, supposons la surface plane. On ne nuira pas à la géné- 
ralité du résultat, en prenant le plan des a, 6 parallèle au plan I, c’est- 
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à-dire en faisant /; constante. Les équations (2) et (3) à satisfaire 
s’écrivent 
Of, Oh À. 


Aa os 


Difi, fe) _ 
i>? Dib. 


La premiére permet de oe 
(6) A= of HET 0a’ 


g étant une fonction de a, b, c, qui devra satisfaire l’équation (5), 
dans laquelle f, et f, auront été remplacées par leurs valeurs (6); 


o devra donc être solution de l'équation 


pe de dg ( do a 
7) da on a 


L’équation (7) n’est autre que l’équation des surfaces développables, 
en coordonnées a, 6, 9. 

Pour communiquer au fluide un mouvement de l’espèce, on consi- 
dérera une famille simplement infinie de surfaces développables, 
dépendant d’un paramètre c, à savoir 


Sree Ul, AAC). 


On projettera les génératrices de chaque développable sur le plan paral- 
léle au plan des ab, ayant pour cote la valeur du paramètre c qui définit 
la développable envisagée. On obtiendra de la sorte une congruence recti- 
ligne G, que nous supposerons plongée dans le fluide. Les droites À de G 
sont les lieux des particules animées d’une même vitesse. Pour une de ces 
droites À, la vitesse s’obtiendra de la manière suivante. On mènera par 
l'origine O, un segment OE parallèle à la normale à la surface dévelop- 
pable de la PRE qui contient la génératrice rectiligne dont A est la 
projection, en un point quelconque de cette génératrice ; l'extrémité E du 
segment se trouvant dans le plan c—— 1. On projettera OE en OE’ sur 
le plan des ab et l'on fera tourner py ce plan OF’ autour de O de go” 

dans le sens de l'axe des b vers l'axe des a , pour amener OE’ en OE"; OK” 
n'est autre que la composante parallèle au plan des ab de la vitesse 
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commune à tous les points de A. La composante suivant l’axe des c est 
évidemment la constante /;. 


5. Étudions à présent l'hypothèse où l’indicatrice I est une surface 
quelconque. Désignons par x, 8, y les coordonnées d’un point M de I, 
par A, & deux fonctions de a, b, c et par ®,, 92, 9; trois fonctions de À 
et de u.; les équations de I s’écriront 


(8) a= 01 (7; 2)s B= 0,022) Wee Osh, Ws 


L’équation de condition (3) s’écrira, puisque /,, f:, fs; ne sont 
autres que ©, 2, 9, où À et uw sont remplacées par leurs expressions 
en fonction de a, b, c, 


(9) D(92, 93) D(A, 1) Dio,.o,) D(A. 2)  Dl9,,92) Dik, pi) 
D(A, w) D(6,c) Dia.) Dlea) Deneve) iis Oe 


oO. 


Appelons / la ligne qui a pour équations 
(ro) Ata bee y= CS par b,c) = Cy 


C, et C, étant des constantes. Les lignes / sont les lieux des particules 
du fluide qui sont animées d’une même vitesse, qui se déplacent donc 
comme des fils rigides. Elles forment une congruence G. Les équa- 
tions (8) et (10) établissent entre la surface I et la congruence G une 
correspondance dans laquelle à chaque point M(A, ») de I correspond 
une ligne l de G pour laquelle C, et C, ont respectivement pour valeurs 
les coordonnées curvilignes A et x de M. 

L'équation (9) exprime que la tangente en un point quelconque de 
Jest parallèle au plan tangent à I au point M correspondant à /. Toute 
ligne | du fluide qui se comporte comme un fil rigide est donc plane et 
située dans un plan parallèle au plan tangent à | ’indicatrice au point 
qui fixe l'extrémité du vecteur définissant la vitesse commune a tous les 
points de L. 

Cherchons ensuite à interpréter l'équation de condition (2), qui 
s'écrit 10 

09, Oh | Og, Or V9: 0). 09, Op 09, On. 99s Oe: 


we da Old) Loi be On du Owdb Oy. de 
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Posons i 
09, \* (St) 
s()=r, s(Gt)=@ 

ie) où ) Op 

Sur la surface I choisissons pour sens croissant des arcs des lignes 
coordonnées, celui suivant lequel croît le paramètre variable. Appe- 
lons s, l'arc de la ligne coordonnée le long de laquelle À varie seul et 
s, l'arc de la ligne le long de laquelle p. varie seul, on aura 


(13) ds, = VE di, ds, = VG dp, 


les radicaux étant pris positivement. 

Appelons N, la demi-normale a la surface A = C,, dirigée dans le 
sens des C, croissant, N, la demi-normale à la surface » = Cy, dirigée 
dans le sens des C, croissant, on a, dn, désignant un déplacement 
dans le sens N, et dn, un déplacement dans le sens No, 


a /(BY Oh\? [a 
anys (52) 7 (5) +( 53) à 
an Op.\* Op\?* Op. \* 
am V (aa) + (a5) + (G6) 
les radicaux étant pris positivement. 
Désignons par T,-et T, respectivement, les demi-tangentes posi- 
tives aux lignes coordonnées de I le long desquelles À ou x varient 


seuls. En vertu des équations (12) et (14), l'équation de condi- 
tion (11) s’écrira 


(14) 


ET lÀ a a 
VE = c0s(Ni, T,) + VG du cos(N., T.) =0, 
1 


dn, 


ou, en vertu des équations (13), 


1. 
(15) Tne CSN: Ts) + 


ds, 


Ba or and) =O: 


On peut se donner arbitrairement dn, et dn, sur les demi-normales 
N, et N,, on en déduira dA et du, d’où ds, et ds,. Faisons dn, = dn,, 
alors l'équation (15) devient 


(16) ds, cos(N,, T,) + ds, cos( Ni, T,) — 0. 
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Donc, l’équation de condition (2) exprime que, st l’on se déplace 
infiniment peu et de même sur les demi-normales aux surfaces À —C, 
et p—C, et dans le sens des C, et C, croissant, les arcs correspondants 
des lignes coordonnées de 1 se projettent sur les demi-normales qui leur 
correspondent suivant des éléments égaux et de signes opposés. 

Ainsi, dans l’hypothèse où l’indicatrice I est une surface, la déter- 
mination du mouvement du fluide dépourvu d’accélération revient a 
la détermination d’une surface I et d’une congruence G de lignes 
planes / telles que l’on puisse établir une correspondance entre les 
points de I et les lignes de G, jouissant des propriétés suivantes 


1° la ligne / se trouve dans un plan parallèle au plan tangent à L au 
point M qui correspond à /; 

2 ayant tracé sur I deux familles simplement infinies de lignes 
À = C,, u —C,, auxquelles correspondent deux familles de surfaces 
de la congruence G et, considérant les demi-normales aux surfaces 
A=C,, — C;, dans le sens des C; et C, croissant, a des éléments 
infinitésimaux égaux de ces demi-normales correspondent des arcs 
infinitésimaux sur I qui se projettent sur les demi-normales qui les 
définissent, suivant des éléments égaux et de signes opposés. 


Si cette dernière propriété a lieu pour un système de lignes de 
coordonnées sur I, elle a lieu évidemment pour tout autre système et, 
sans nuire à la généralité du résultat, on choisira, dans chaque étude 
particulière, le système le plus avantageux. 


CHAPITRE I. 


ÉTUDE DU MOUVEMENT QUAND L'INDICATRICE ETANT UNE SURFACE, 
LES FILS RIGIDES SONT DES DROITES. 


6. Nous écarterons le cas où l’indicatrice est un plan, ce cas ayant 
été étudié précédemment. Placons-nous dans l'hypothèse où la 
congruence G est rectiligne, c’est-à-dire dans celle où les lieux des 
particules fluides qui se meuvent comme des fils rigides sont des 
droites. Nous distinguerons trois cas, suivant que le lieu des images 
sphériques des droites de G est une surface, une ligne ou un point. 
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Dans le premier cas, menons par l'origine des droites paralléles 
aux droites de la congruence et déterminons leurs intersections P 
avec le plan a=1. Nous choisirons pour paramètres À, u., les coor- 
données de P dans ce plan, de sorte que les équations de G s’écriront 


(17) 


b= 14+ 9(1: ts), 
c= pas (7. v). 


En différentiant chacune d’elles par rapport à a, 5, c, et résolvant 
les équations obtenues par rapport aux dérivées de 7. et de uw, il vient 


np do À q oy 
0} —1(a+ 52) P Oy Op. —p(a+ 2) AS 
da D da D ; 
0% av 
as) (a. “* op Op. i ied. 
Ob al aC i Ed 
0g do 
0} ca; RSA” 
de — ; dc De 


De) oy do dv 
Dy = a5 ‘ | LEA 
(« eu à) C is i) Op. 0} 


L'équation de condition (11) devient 


dof OÙ do 02 ‘ 09 Oy” 

—— 7 2 { Se VENT Re = eh ce | { 1 Wy Ds 

0}. | (0 cu x) as Op. * Op. | B( “pl a ae 
09s oy do, 0b 09,09 dg 09 
(a+ te ee (w+ Sf) =o. 


du 0, 0% Op Op 


Elle doit être satisfaite en tous les points d'une droite quelconque 
de G, donc quels que soient a, À, u. On doit donc avoir 


‘ COs 00 d9 d9 
19) — — ADE LS se i! —0 
se Rp ee ant yp 
ù 09, ( , av do Jo 09 or 
(20) AIR À aay ek $ ie LE dl ï AT 
0). Op. Te 5) : Op. ( highs 36 7) 


Jo 00 d09,0% do, do 09; do 
pepe dr à LÀ DS SL ay Fr ait À Br 
OK du Op. 0) 0). Op. Op. 0} 
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ce qui revient à exprimer que la deuxième propriété géométrique a 
lieu au point où la droite A d'équations (17) rencontre le plan des bc 
et au point à Vinfini. 

Désignons par £ une fonction de z et de p et posons 
dr 
ay AT OF Op? 


l'équation (19) s’écrira 


Bec Me 06), di ie OE 
d.\* “On Op. + ae) 


Appelons Ji une fonction de 7 et de y, l'équation précédente sera 
équivalente aux suivantes 


ig DELA OF FOO 
VA Toe de 

a | ae dE... am 
| 2 Éd Ok Ok 


Rapprochons les équations (21) et (22), nous obtiendrons pour 
équations de I, en vertu de (8), 


OL 
#— Oh Op. 
0 OF 
(33) p= (1 of eon), 


Dans l’équation (20) substituons à 91, Par Ps les expressions four- 
nies par les équations (21) et (22), il viendra 


gem dp d(e2—m) dp  a(E +) dp FM 99 __ 
ba da ay hoy hy De Op ON 


Exprimons la premiere propriété géométrique, c’est-à-dire le paral- 
lélisme de la droite A et du plan tangent à | au point M de coordon- 
nées A, 13 il vient 


D (9s, a) | {DIS oD hes a) 
D(A, -) D(2, p) D(A, 2) 
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ou, en tenant compte des expressions (21) et (22), 


(25 FM AIM (5 I ) OL PM Ai oN OF Ok. 
29) 


Ra pe aS pee ees a eS en 
Om “ou \dnop) ou Om * OM Ope 0 op 


© Revenons à |’équation (24), que nous écrirons sous la forme sui- 
vante 

0 (arm oe! rm d(PE, FM dz 2) 

(Go Y+ ae? + an? +) où \ our Ÿ — ou Ÿ ou. 

PL Le 14 
Von ‘dd — 


et posons, Jv désignant une fonction de z. et de vu, 


O° L PL FER 0? IL À 
ay) Mio? Hope’ 29 op 


L’équation précédente deviendra 
d Fd(£ +R) a] 
| on dut à. 
0 ŒM  a(e&—M), LE) 
+3 Map du op. | — 


On aura donc, & désignant une fonction de 7 et de u., 


P(M+E). em  ,__ AP+AN) 

DRE AO TT HIER. 

127) am a(M—L), d(f+H) 
On Op. fas Op a = One| 


9 + 


d*. 
Montrons que Ji Won ne saurait étre nul. En effet, admettons un instant 
que cette dérivée seconde soit nulle. En vertu de l’équation (35), on 
en déduirait 
PCM + ©) (e—M) 
8 thE Ne Gare Bate ea g tg 3 
ae oh Ope 
D'où, par exemple, 
P(M+ £) 
re es! ns (De 
On 


Calculons les dérivées par rapport à À de à, 8, y, tirées des équa- 
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tions (23), il vient 


Oa PE, OL AMOR) ic 


— 


gL irda elope 


= GE + Sy oe 
On Op\" Oe ar) = arog =” 
oy PL 02 (£ + ON) 
Ie on ee OI, AU 


L’indicatrice I cesserait d’être une surface. Le cas où le second 
facteur de l'équation (28) serait nul, conduirait à la même con- 
clusion. | 

Cela étant, le système formé par les équations (27) sera équivalent 
à celui que l’on obtient en conservant la première et en lui adjoignant 
celle-ci multipliée par EE 

H 


ar PR c’est-à-dire la suivant 
P Ti du i suivante 


augmentée de la seconde multipliée 


AL + MN) (EF —IM) 
On de | \Ohop | 
(PL — IR) A(L+ MN) HM IF— A) 


— a 


=a Op dk Oh Ops Aw. Op 


Or le coefficient de 9 n’est autre que le premier membre de l’équa- 
tion (25). Les fonctions £, ON, It, & doivent donc satisfaire a la 
condition 
faa) ME — M) Os ue, OO RCE a 

j Op? On où Op. Op. 

Les équations à vérifier sont donc les équations (25), (29), (26) et . 
la première des équations (27). 

Pour obtenir un fluide de l’espèce considérée, on se donnera arbi- 
trairement deux fonctions 8 + It et L des deux variables } et v., on 
choisira une solution M de l'équation de Monge et d'Ampère (25); 
l'équation (29) fournira ensuite ®—N par une quadrature, l’équa- 
tion (26) et la première des équations (27) donneront les fonctions 9 
et\, et, par suite, grâce aux équations (17), les fils rigides, lesquels 
seront animés de la vitesse(®1, 92, 92) dédutte des équations (21) et (22). 
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7. Cherchons l’équation différentielle des asymptotiques de la 
surface I. A cet effet calculons les coefficients D, D’, D” de cette équa- 
tion. Il vient, en vertu de (23), 


‘ 


One (EH) (EF +R) 
| O23 Op. 0} Op. On 
Dei en MR AE +R) | 
O02 Op. 01 Op. © Nok $ 
eer  d(L—IM) aM 
0} Op? Op. On Op. 
o£ M M 
On? Op? 07. Op? ~ OM Op. 
7 PL oom (L+M 
(30) D'— OW Op. On Op. — On? : 
PL d(£ — mM) eM 
ONOp? Op? ~ OK Op. 
aoe d(F—IM) A(e—M) 
OX Op. Op? 0). Op? 
Dre De ae dale soi _ (££ + mM) 
On? Op. On Op. ee AL 
PL 44 (LE M) dm 
OX op? Op? ~ OhOp. 


D'autre part, de l’équation (25) on déduit par différentiation 


P(L+IM) (FE —M)  d(E—IM) d(E +m) em dm 
or du Onhop OÙ dou op 
PE + M) P(E—IM) | PE —IM) He + M) PM dem 
On Op oe M  dù ‘Aou du 


Par suite, ES la première des équations (30) par CG ea 


du 
(e+ MN) fs 


d9 
la deuxième par 2 = la troisième par — — pr? et ajoutant, il 


ox du 
vient 
| I ( — M) a? ML OL +N 
(31 ON Br Moy p_ BCL FO) py 
NP, dus Tie cee 


Kerivons à présent l’équation différentielle des asymptotiques, après 
l'avoir multipliée par Pre et y avoir s D’ 
pat (on y avoir remplacé D’ par sa valeur 
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tirée de l’équation (31), nous aurons 
2 ot \* eM (2 — IM) 
——— | Dd? — = ——— —— 
GF x) Oh Op. Ope RAGE 
OM (FE +) 
T'Hdw dr 


¥ 210 \2 
D" di. dy. + (55) D” AU = 0. 


\ 


oy es 


Remplacons dans le dernier terme (ssn) parsa valeur déduite de 


equation (25); l'équation différentielle des asymptotiques s’écrira 


dm 2 (2 — MN) M oa OE US, 
(32) EE tilt -- an des sae? ~ ete | ESE, dp | = Oy 


ou tout aussi bien | 


— Ferm 2 (# — M) 2(° — MN) - 2m 
(33) le? AUDE qu | [SE D gilt D’ dp | =o 


Ove 0}. Op 


‘ 


Considérons les asymptotiques que l’on obtient en égalant à zéro le 
premier facteur. Les paramètres directeurs des tangentes à ces asymp- 
totiques se trouveront en différentiant les équations (23) et en tenant 
compte de ce facteur nul et de l'équation (25). Il vient 


FL OL 
da= saa, À + ae 
(EG PTE NOR OL 


OA oe OL \ 
bara ( 02° Op. es 0}. du® i : 


Nous voyons que les parametres directeurs des tangentes asympto- 
tiques considérées sont 1, À, LL. Ainsi les fils rigides du fluide en 
mouvement sont parallèles aux tangentes asymptotiques d’une famille 
de l’indicatrice des vitesses. 

Il est certain qu’il existe une autre solution pour laquelle l'indica- 
trice est la même et où les fils rigides sont parallèles aux tangentes 
asymptotiques de la seconde famille. C’est ce qui apparaîtra d’ailleurs 
plus loin d’une manière tout à fait évidente. 


8. Donnons un exemple, en prenant pour # et M les fonctions 
16 
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suivantes 
(34) £= jp flogp dy, M =p. 


Comme on s’en assure aisément, l’équation (25) est vérifiée et 
l'équation de condition (29) devient 


1 O(Z+MN) AT-M) _. 
rar) ha Ts 


2 désignant une fonction arbitraire de À et de x, on y satisfera en 
posant 


2 a2 
(35) Peat NT 


Res = 1 kb 
L’équation (26) et la première des équations (27) fourniront les 
fonctions ¢ et 4. En tenant compte de (34) et de (35), il vient 
sj OS PAG Res 
ey PF OF Ope Fr OhOp . 


VE 20 
FAP der 
Il s'ensuit que l’indicatrice I est définie par les équations 
(37) a =, B= x ++ lp, Y=—# 


et a pour équation en coordonnées cartésiennes 


p—-L—a 
PRE GON 


Les équations (17) définiront les fils rigides A ets’écriront, en vertu 
de (36), 
AS 72 2 gg 
Le) TFou Mo dd 


CŒUR ne #2. 
DT AUOT CPU 


Calculons les déterminants D, D’, D” en partant des équations (37), 
l'équation différentielle des asymptotiques de I prendra la forme 


nee )(aa+ 1d es ; 
( por a oT 
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Appelons asymptotiques de la première famille, celles que l'on 
obtient en égalant à zéro le premier facteur et asymptotiques de la 
seconde famille, celles que l’on obtient en égalant à zéro le second fac- 
teur. Les asymptotiques de la premiére famille auront pour équation 

Ane, 
celles de la seconde, 
pore ke, 


k, et k, désignant des constantes. En remplaçant dans les équa- 
tions (37), » par ces valeurs, on obtiendra pour équations de ces 
asymptotiques 


à RER, 
| ” k mag BY 
(39) gerne Ve i et P= >t Og hs, 
| y=— ke y=— ke. 


Ce sont des courbes tracées sur des cylindres droits du second 
degré, parallèles à l’axe des y, et leurs bases paraboliques sont super- 
posables par translation. Les tangentes aux asymptotiques de la pre- 
mière famille ont pour paramètres directeurs 1, À + 2, — yp; celles 
de la seconde famille 1, A, 1. On vérifie que les fils rigides sont paral- 
léles aux tangentes aux asymptotiques de la seconde famille. 

Pour obtenir la solution pour laquelle les fils rigides sont parallèles 
aux tangentes aux asymptotiques de la première famille, il suffira de 
choisir pour £ et IN, les fonctions suivantes 


= BP ap — flog(— 1) ae, M = — dp. 


On voit sans peine que l’équation (25) est vérifiée. Les équations 
de I s’écrivent 
2 
a — À — 2, B= = —A+log(—p), FU 


ou 


C'est bien la même indicatrice que celle que définissent les équa- 
tions (37). L’équation différentielle des asymptotiques est toujours 
la même. Considérons celles qui forment la première famille. Les 
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paramètres directeurs de leurs tangentes sont 1, À, 5 et dans la 
nouvelle solution les fils rigides sont paralléles aux tangentes asymp- 
totiques de I, de la première famille. 


x 


9. Placons-nous maintenant dans l'hypothèse où les droites A de la 
congruence G ne présentent qu’une infinité simple de directions, 
et mettons les équations de la congruence sous la forme 


( b=L(,)a+o(),p), 


, \ 
(40) | ée=A(A)at+ (ip). 


De ces équations, on déduit par différentiation 


op |, a9 (ar, + 2 oy 
a tae ou dy TH aly + SE) +h (at, + FE) 
da D ? On D z 

av : oy 

dh. ey Op. an (ee a). 
fae Dee 0b D 7 

0 o 
dh. patie a at + oF 
des el: des sprl 


D étant égal à 
,… dg\ ab oy 
al, + ER Wo Bee [2 ñ * 
(« Pig 2) Op. (an + i OK \5 


L’équation de condition (11) prend la forme 


de I ¢ c 
(A+ St) +E (A atier all Bae +45) 


dis son) tap 7 tO) 
09. dd ae (« dy do; do Ô Jo" 
ae ce ie > Dee a ly + 4 13 LA Ps ge oP oat 
Oh op dp LT x ) aoe dash du (a! i+) =o. 


Comme elle doit étre vérifiée quels que soient a, A, vu, on en déduit les 
deux équations suivantes : : 


; 0 q 
(41) EE — 0 ET ET 

; 0 ot do 0 
(2 Med) = As i O91 dy 

y 7 ( LE TEE t)+ ‘Op. (432 + ust) 


à Jo, OY 09, OY do, do do, OG 


On dp On OK 02 Op du Od mi 
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L’équation (41) intégrée par rapport à y, devient, en désignant 
par d'une fonction de A, | 


U'(93— 4291) — Es (as — ROME 


Remarquons que, si l’une des dérivées L,, lest nulle, /, par 
exemple, les droites À sont parallèles à un plan que l’on peut prendre 
pour plan des ac. On aurait alors /, =o. 

Nous étudierons à part ce cas particulier. Supposons done tout 
d’abord J; et /, différentes de zéro et posons [= 2l' U1;, 1, désignant 
une fonction de A. L’équation précédente s’écrira 

l, (ps — 1,9, — LA EU Po ho + fl Lee 

Appelons Z,l,9, la valeur commune des deux membres, ¢, étant 
une fonction de A et de 4. Nous aurons en résolvant par rapport à 9, 
et o; 


(43) ge= Na+ My (O— la}, ga l50, + (9. + fs). 


Utilisons ces valeurs dans l’équation (42), cette derniére prendra 


la forme 
Se pe ee 8b nd (no _ p 29 2% 
Oe (Rene (gE 8 GE) o> (ra Bou) on 


00, d\ de à + to f AR OOTE 
Bie fot) oe (ann (ser 


F- 


Calculons ensuite les paramètres directeurs de la normale à l'indi- 
catrice I, il viendra, en tenant compte des équations (43) 


Den Qs) (Hahn rh a oh Led 1) a 5e 
+ (13 Boy ral gs la i) 1 
= (nether GE + Gh Gh) ae 
— (Ge + lo, + 4+ % 1) 4 a 
Digntd (nat Ge tig + bh rt, oe — ee ae 


" Ju, < ZN Oe, 
Diggs) TE me 
Did, p) Ok Op ; AR ! 
16% 
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Exprimons le parallélisme de la droite A et du plan tangent au point 
qui lui correspond sur I, nous aurons 
{à i " 4 iy {4 0 
[C25 y= FU) eo — (Cbs UU) fy — (als + Bb) UG 0. 
Si oe — 0, 9, est une fonction de la seule variable A, fonction que 


nous appellerons /,. 


Si oe est différente de zéro, on devra écrire 
(= BU) BHU G+ YG) G+ (b+ ll) 

Remarquons que, si le coefficient de ©, est différent de zéro, 9, est 

une fonction de À seulement et que nous nous trouvons dans le cas 
précédent. Supposons donc qu’il n’en soit pas ainsi, alors 


i'l, —UU,=0, 
et, par suite, en intégrant et désignant par p et g deux constantes, 


l,= pl,+ q.- 


Les droites de la congruence seraient paralléles au plan 


c= pb + qa. 


Ce cas étant réservé, nous pouvons admettre que 9, est indépendante 
de , et écrire les équations (43) sous la forme 


(45) De lo, + /;, %3= do: + 4, 


en désignant par /; et /, deux fonctions de À. Introduisons ces valeurs 
dans l'équation (42), celle-ci s’écrira 


do ,, ; au à 
(46) gt) = Seat h). 


Reprenons l'interprétation géométrique des conditions du problème. 
Les droites restent parallèles à une’méme direction quand u varie 
seul ; la surface correspondante de G est un cylindre C, qui coupe le 
plan des be suivant une courbe I’, le long de laquelle u varie seul. 
Soieut À une génératrice rectiligne de C, Q son point d’intersection 
avec I’. La surface C admet pour normale N,, suivant une notation 


ETUDE DU MOUVEMENT D'UN FLUIDE PARFAIT DÉPOURVU D'ACCÉLÉRATION. 241 


définie plus haut. La surface 1: = const. admet pour normale N,. En 
vertu des équations (45), les lignes A = const. sur I sont des droites D 
paralléles aux droites de G. A A correspond sur I un point M et, 
lorsqu’on fait varier ., M décrit une droite D, laquelle coincide avec T,. 
La condition géométrique (16) exprime, N, étant normale à A et par 
suite à T,, la perpendicularité de N, et de T,. Ainsi N, est perpendi- 
culaire à T,, à T, et à la tangente T en Q aT, tangente dont les para- 


x : 0 d! = at : 3 
mètres directeurs sont o, a oe T,, T. et T sont donc’paralléles à un 
même plan. C’est cette condition géométrique qu’exprime léqua- 
tion (46). 

On sait que la condition nécessaire et suffisante pour que l'indica- 
trice I soit une surface développable est que l'on ait 


(47) ao 


Supposons que I soit une surface développable, appelons /la valeur | 
commune des rapports qui figurent dans l'équation (47), la condition 
(46) s’écrira 

: a ga aa ae ais 
(2 Te) Ce: 0 


' Ou. 


Or 9, ne saurait être égale à une fonction de À seulement, sans que 
Vindicatrice I se réduise à une ligne. On a donc 
oy Oo 
8 ia Sle ESO 
(48) ‘ Op. * Op. 
Réciproquement, si l’équation (48) est satisfaite, on a, en vertu 
de (46) 


(49) guns ideas à 


et, ? et) ne pouvant être indépendantes de y, sans que G cesse d’étre 
une congruence, on en conclut la relation (47), et la surface est 
développable. : 
Cela étant, si U’indicatrice Lest une surface réglée gauche, le premier 
Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 3. 31 
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membre de l'équation (48) est différent de zéro, et les équations de I 
s’écrivent 


| 4 09 
a 5 Ov. 6 du ; 
tees ioe 7 Oe» 0 
‘du * 0p 
av d9 
AE DENT 
du * du. 
p=—h— et Le 
Ge dou 
r oy , 00 
Ÿ Op. Sida 
ee ee 
LE Me ay / do: wit 
‘du. = Ou. 


Les fils rigides sont définis par les équations (40), dans lesquelles ¢ 
et Ÿ sont des fonctions arbitraires de ?. et de 1. 


10. Si Pindicatrice I est développable, on devra satisfaire aux équa- 
tions (47) et (48). Comme les coefficients directeurs de la tangente à 
la trace du cône directeur sur le plan « = 1, sont 1, /,, {, et ceux de 


qn 
Se = » il résulte de Péquation (48) que T est 


parallèle à la tangente à la trace du cone. Or, cette dernière tangente 
ne dépend pas de 1. Donc tout le long de I’, la tangente reste parallèle 
à elle-méme et l est une droite parallèle à la tangente à la trace du 
cône. Les surfaces C sont des plans. La normale N, à C étant aussi la 
normale au plan tangent à I le long de la génératrice D correspondant 
aux droites de G qui sont dans C, ce plan tangent à I est parallèle à C. 
La solution du FRÈRE s'obtient ici sitio: On se donne deux 
surfaces développables S et S' ayant même cône directeur. On coupe S 
par un plan ©, dans bau on trace une infinité simple de courbes €, et, 
sur S’, on trace également une infinité de courbes C,. Entre les courbes Ma 
et C, on établit une correspondance. Les droites Ryde: du fluide sont 
dans chaque plan tangent “iS, les parallèles à la génératrice de contact. 
La vitesse de Cune quelconque À de ces parallèles s'obtient en déterminant 
l'intersection Q de À et de a; Q se trouve sur une courbe C, à laquelle 
correspond une courbe (.,, qui coupe la génératrice de S' parallèle à Aen 


la tangente TaT, o 
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un point Q'. Le segment joignant un point fixe O à Q’ fournit la vitesse 
du fil rigide A. 


11. Examinons l'hypothèse, réservée plus haut, où les droites 
rigides sont parallèles à un plan. Nous choisirons ce plan parallèle 
à celui des ac. Par suite /, —0. Comme /, ne saurait être constante 
sans que les droites soient parallèles à une direction fixe, cas que nous 
examinerons plus loin, nous pourrons faire /, — 7. Les équations (40) 
de la congruence G s’écriront 


(50) eset Pp) Cha + dr, 2). 


i nga = 3 5 pate : Jo. 

Faisons J, = 0, 4, =A dans l’équation (41), il viendra . = 0; 
2, ne contient donc pas y, mais elle contient À, sinon elle serait cons- 
tante et nous aurions affaire à un cas déjà examiné plus haut. Nous 


écrirons, / désignant une fonction de ‘> 


Os fl. 
La condition de parallélisme de la droite (50) et du plan tangent 
à 1, s'écrit 


D'où, /, désignant une fonction de À, 
Ps 10,4 45. 


Enfin l'équation de condition (42) devient 


51) ñ OÙ do ir do ; 
TE OH SS 0% 
ve ie Op. * Op. 

On en déduit que © contient 4, car si g ne contenait pas yen vertu 
de cette équation (51) même, Y ne contiendrait pas non plus et Les 
équations (50) ne déliniraient pas une congruence. Faisons done o = 11. 
l'équation de condition (51) donnera 

ol : 
(52) VE nei pe 


Op. 
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Les équations de I et de G s’écriront 


Sag 
Set F3 
(1) . Ê== é; . 
(rt) +45 
| b=p, 
(G) | | e=ah+y. 


On obtiendra l’indicatrice des vitesses 1, en tracgant dans le plan des bc 
une directrice V':B—1(X), y=1,(A), À désignant le coefficient angu- 
laire d’une droite variable, du plan des ac. I sera la surface réglée 
admettant pour plan directeur le plan des ac et pour directrice T. 
Les fils rigides s'obiendront en traçant dans le plan des bc, une 
famille de courbes C, de paramètre >, ayant | pour abscisse et 
YCA, 1) pour ordonnée. Par les divers points d’une courbe Cy, quelconque, 
on mènera des droites D parallèles à la génératrice A de | ayant pour 
coefficient angulaire À, ce seront les droites rigides du fluide. Aux 
différents points Q d'une courbe C,, on fera correspondre, sur la géné- 
ratrice A de coefficient angulaire À, les points Q’ pour lesquels 
La à ie —1,; la vitesse commune à tous les points d’une droite rigide D 
sera déterminée par le vecteur joignant le point fixe O au point Q'. 


12. Il nous reste à étudier le cas où les fils rectilignes rigides sont 
parallèles à une direction fixe, que nous prendrons pour axe des a. 
Les équations à satisfaire s’écrivent ici, Pis Do, D: étant trois fonctions 
debetdec, 


Op. | dpi D'(Qs 93). 
DR Te. DB eat 
D'où 
re dy € dy 
pet fr pis 7 à 


7, désignant une fonction de 6 et de c vérifiant l'équation 


Py dy ( dy ) 
ns —__—— as Us 


Ob? de? db de 


Les fils rigides sont des droites A parallèles à une direction fixe. Pour 
obtenir la vitesse qui anime les particules d’une de ces droites, on const- 
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dère une surface développable quelconque %. Au point d’intersection de A 
avec X, on mène la normale. Par un point fixe O, on trace un segment 
parallèle à cette normale et se projetant sur la direction fixe suivant une 
longueur constante. On projette ce segment sur un plan passant par O et 
perpendiculaire à la direction fixe et l'on fait tourner, dans ce plan, la 
projection de 90° autour de O. Le vecteur obtenu est la composante de la 
vitesse perpendiculairement au fil. Quant à la composante parallèle au 
fil, elle peut étre choisie quelconque, variable d’un fil à l'autre. 


CHAPITRE Il. 


ÉTUDE DU MOUVEMENT DANS LE CAS GENERAL OU L'INDICATRICE EST UNE SURFACE. 


13. Prenons pour indicatrice I, une surface quelconque et rappor- 
tons-la à un système de coordonnées curvilignes orthogonal, d’ailleurs 
quelconque, de paramètres À et p. Au point M de I attachons un 
trièdre mobile Mays, Ma étant tangent à la ligne coordonnée le long 
de laquelle À varie seul dans le sens croissant, My étant tangent à la 
ligne coordonnée le long de laquelle y. varie seul dans le sens crois- 
sant, Mz étant normal à I. 

Dans un plan parallèle à May, considérons une courbe C variable 
avec M. Quand À varie seul, M décrit M, et C engendre une surface S, 
de la congruence G formée par les courbes C. De même, si u varie seul, 
M décrit M, et Cengendre une surface S,. Quand À et v. sont constants, 
la courbe C est décrite en faisant varier un nouveau paramètre v: de 
sorte que les équations de C s’écriront 


æ — (à, P> v); 
(53) = (à, PV), 
gs (Ap). 


Les translations et rotations du triédre seront A0 0 Di Gre his 
0, C, 0, Pas Jo, T'as Et les formules de Codazzi s’écriront 


+ 


0 Ops 
Aq.+ Cp,= 0; > rie lo — 1442) 
OA 0 Od» 
(54) i a 0 mn , a Ea — =F Par Pi Pes 
1 OC Or; Onesie 
iene 01 DATE et la 
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Appelons D,,. D,,, D,.1es composantes du déplacement d'un point 
de C quand À varie seul; D... D,,, D,.les composantes du déplacement 
quand p varie seul; D,., D;,, D;. les composantes du déplacement 
quand » varie seul, et par D. D,, D. les composantes du déplacement 
quand A, pi. y varient. On a 


0 : 
Dy (a + ay ds ds + Ja. 


Ov.\ ,. 
(55) D,, — (ru — pnŸ + Se) 1h, 
db \e. 
D;:= (r,2 VERTE + JA: 
52) 
De= ( oY — rade + —— dp, 
= (ey du 
Ibo 
(56) pees (c SSUES Auge oe) di, 
Or 
Dy. = (pv. — Geb oy ae 
OY, 
| DS ia 
(97) Din su, 
| dy 
Di 0° 
\ DD AE De 
(58) D, =D,,+D,, + Le 
| D: = D;- + D... 


Considérons un point m de C, intersection deS, et de S.. Désignons 
par &,, 3,. y, les cosinus directeurs de la demi-normale N, aS, enm, 
prise dans le sens des À croissant. Les conditions d’orthogonalité, 
d'une part, de N, et de la courbe m, décrite par m quand u. varie seul, 
d'autre part, de N, et de la courbe C s’écrivent 


\ D3 207-5 D,, 6, + D,:y:=0, 


( 99 ) 
Dives a Ds,-B, 0. 


Déplacons-nous sur N,, à partir de m dans le sens positif et dési- 
gnons par dn, ce déplacement. Les composantes de dn, sur Îles 
trois axes du triédre mobile seront a, dn,, B,dn,, y, dn,. Dans les 


À oops 
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équations (58), remplaçons D.,, D,, D., respectivement par ces compo- 
santes et ajoutons les équations obtenues en multipliant la premiere 
par «,, la seconde par 8, et la troisième par Y:, il vient, en tenant 
compte de (59), 


(60) D; + D;,6: ae D;:Y1 = dn,. 
Des équations (59) et (60) tirons «,, il viendra 


D,; D 


(61) t= al dn;, 
en appelant A le déterminant 
| D. D, D;: 
Dor D, D: 
D;> D;, D;: 


Soit de même N, la demi-normale à S, en m, prise dans le sens 
des vu. croissant. Désignons par &, 8, Y2 les cosinus directeurs de 
cette demi-normale. Les conditions d’orthogonalité, d’une part, de N, 
et de la courbe m, décrite par m quand % varie seul, d’autre part, 
de N, et de C, s’écrivent 
(62) D, ,.% + Diy 6: + D;:y>= 0, 

D,..a: + D,,B. == 0: 

Déplacons-nous sur N,. à partir de m dans le sens positif d'une 
quantité dn,. Le déplacement dn, aura pour composantes sur les axes 
du trièdre mobile «,dn,, B;dn:, Y2 dns. Dans les équations (58), 
substituons ces valeurs à D,, D,. D., multiplions la première par ., 
la seconde par f., la troisième par y: et ajoutons, il viendra, en tenant 
compte des conditions d’orthogonalité (62), 


(63) : D, yo Ts Do, 6: + D.;y2= dis. 
Tirons 8, des équations (62) et (63), nous écrirons 
(64) LP pes Sa ES 


Le cosinus «, est le cosinus de l’angle formé par N, avec la demi- 
tangente Mx à la ligne M, décrite dans le sens des À croissant et 5. est 
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le cosinus de l’angle formé par N, avec la demi-tangente My a la 
ligne M, décrite dans le sens des y croissant. D’ailleurs, l'arc dss, qui 
a pour demi-tangente Mz, vaut A dX et l’arc ds,, qui a pour demi-tan- 
gente My, vaut C du. Rappelons-nous maintenant la condition géomé- 
trique traduite par l'équation (15), en tenant compte de ce qui pré- 
cède et des équations (61) et (64); elle s’écrira 


A dh De. D;, + C dp. By Ds oO. 


Les équations (55), (56) et (57) permettent d’écrire cette relation 
sous la forme suivante 


Obs ay av, d\ 
ASE (rpg St) + CE Pih—qihi+ ss )=o. 


Remarquons que les rotations et translations sont indépendantes 
de », et intégrons par rapport à cette dernière variable, la condition 
s’écrira, en vertu de la première des équations (54), 

: 4 ay Oa 
(65) Apeps + 2Cpiteds— Carb + gal Pane 2G t= QA, p), 
Q(A, y.) désignant une fonction arbitraire des deux variables X et p. 

Nous voyons que, si la relation (65) est vérifiée quels que soient A, 
v.. y, les deux conditions géométriques du problème sont vérifiées, à 
savoir la condition que les courbes C soient planes et situées dans des 
plans parallèles aux plans tangents à l’indicatrice, et la condition (15) 
liant les éléments linéaires de l’indicatrice aux éléments normaux 
aux surfaces À = const. et 4 — const. de la congruence. 

Donnons-nous arbitrairement l’indicatrice I, le plan variable 
== U(A, ») de la courbe C et la fonction Q(A, 1), la condition néces- 
saire et suffisante du problème sera que les fonctions 4, et ys de À, 
. ¥. lesquelles ne sont autres que les coordonnées a et y de la 
courbe C rapportée aux axes mobiles, vérifient l'équation (65). Ainsi 
la courbe C est une conique. 


14. Plaçons-nous d’abord dans l'hypothèse où l’indicatrice I n’est 
pas développable. Cherchons le point de contact du plan :—%(X, u) 
avec son enveloppe, lorsque A et x varient. A cet effet, écrivons la 
composante D; suivant l’axe des s du trièdre mobile du déplacement 
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subi par un point de coordonnées relatives x, y, z variable avec À et pr, 
ch Oz Oz 
D.= (er T Het a) dh + (py — gx + 4 dp. 
Faisons-y z=), et exprimons que le déplacement D, est nul, quels 
que soient dA et dy, on aura deux équations qui définiront les coor- 
données x et y du point de contact M, à savoir 


oy 
RY ts ame + a = OF 
P2¥ — QT + es 

Comme I n’est pas développable, p,q.— 4: Ps est différente de zéro 
et M' est déterminé. : 

Si l’on tient compte de la première des équations (54), on voit que 
les équations précédentes sont celles qui déterminent les coordon- 
nées x et y du centre de la conique (65). Ainsi, le centre de la conique 
coincide avec le point de contact du plan z = Y avec son enveloppe, que 
nous appellerons . 

Écrivons l'équation différentielle des asymptotiques de l’indica- 


trice I 

Aq, da? + (Ag: — Cp.) di dp — Cp: dp2=o. 

Comme 5 | 
. ds cosw = À dx, ds sinw = C dy; 


(@) désignant l'angle que fait la tangente à une ligne tracée sur la sur- 
face avec l’axe Ma, on voit que dA et du sont proportionnelles a = 


sinw 


el —G 
sont donnés par l’équation 


et que les angles qui définissent les tangentes asymptotiques 


A p° sin? @ + 2 Cp, sinw cosa — Cg cos? = 0. 


Nous trouvons l'équation qui fournit les directions asymptotiques de 
la conique (65). Ainsi, les coniques que l’on obtient en faisant varier Q 
ont des asymptotes parallèles aux directions asymptotiques de la sur face | 
au point où le plan tangent est parallèle au plan de la conique. 
Concluons donc : Dans le cas où l’indicatrice des vitesses est une sur- 
face non développable, on obtiendra un fluide sans accélération de la 
manière suivante. On considérera deux surfaces | et & entre lesquelles on 
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établira une correspondance par plans tangents parallèles. A tout point M 
de\ correspondra ainsi un point M' de &. Dans le plan tangent à ZenM', 
on tracera une conique C, admettant pour asymptotes les parallèles 
menées par M' aux directions asymptotiques de \ en M. Les coniques C, 
qui formeront ainsi une congruence G, seront les lieux des particules qui 
se comportent comme des lignes rigides du fluide. Les particules qui se 
trouvent sur la conique C définie dans le plan tangent à X en M devront 
être animées d’une méme vitesse, égale au segment ayant pour origine 
un point fixe O, le méme pour toutes les coniques, et pour extrémité le 
point M de [ qui correspond à M’. 

Supposons que, partout, on réduise C à ses asymptotes, dans 
l'hypothèse où celles-ci sont réelles, c’est-à-dire, où l’indicatrice I est 
à courbures opposées; les fils rigides seront alors des droites. Nous 
aurons deux solutions distinctes, suivant que nous considérerons les 
tangentes en M' à Y, parallèles aux tangentes aux asymptotiques de la 
première ou de la seconde famille, ainsi que nous l’avions prévu au 
Chapitre I. Nous retrouvons comme cas particulier une solution que 
nous avons examinée par la première méthode. Là, le problème dépen- 
dait de l'intégration d'équations de Monge et d'Ampère, ici, il dépend 
de la détermination des asymptotiques d’une surface. 

Désirons-nous que les fils rigides du fluide soient partout des 
cercles? Les directions asymptotiques de l’indicatrice devront être des 
droites isotropes. Par suite, l’indicatrice sera une sphère. 

Si l’on veut que les fils rigides soient partout des hyperboles équi- 
latères, les directions asymptotiques de I devront être rectangulaires 
et la surface I sera une surface minima. 

Proposons encore que les fils rigides soient des ellipses ou des 
hyperboles semblables, les lignes asymptotiques de l’indicatrice 
devront se couper sous un angle-constant. 

D'une façon générale, si les axes des coniques rigides sont fonc- 
tions Pun de l’autre, l'indicatrice sera une surface de Weingarten. 


15. Comment le fluide se comporte-t-il si l’indicatrice des vitesses 
est une surface développable ne se réduisant pas à un plan? Pour 
répondre à cette question, tracons sur la surface les trajectoires ortho- 
gonales des génératrices rectilignes. 
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Le long de ces trajectoires, nous admettrons que vu. varie seul, tandis 
que nous prendrons pour À, l’abscisse, comptée sur chaque généra- 
trice rectiligne à partir d'une même trajectoire orthogonale. Les rota- 
tions p, q, r seront nulles et A sera égale à l’unité. Les formules (54) 
de Codazzi nous apprendront que q, est nulle et qu’en outre 


Ps ty FMI, Cie to 


Mi, mz, m, désignant trois fonctions de wu. 

Utilisons les formules qui font connaître les composantes suivant 
les axes mobiles d’un déplacement résultant de la variation de u seu- 
lement. Nous trouverons que la caractéristique du plan y =o a pour 
équations 


(66) 


== 0; M2 Li — m,s EE Ma -+ m,= 0. 


e 


Les mémes formules nous apprennent que la caractéristique du 
plan s = a pour équations 


(67) Fe oma my + yt =o. 


Ceci établi, écrivons l’équation de la projection d’un fil rigide sur 
le plan des xy, en introduisant dans l'équation (65) les valeurs 
actuelles des rotations et translations, et en appelant x et y les coor- 
données courantes, il viendra . 


My 


( ( 2 
Fy 4 a (ms À + 1g) - = or = Qld, B). 
Op 


m,)°+ 2 z 
D oO? 
La surface développable ne se réduisant pas à un plan, m, est diffé- 


rente de zéro, et l'équation précédente prend la forme 


CU) 
Ov. AE A+ my OY 
(68) ) + ) +2 D pas n X(A L), 


dans laquelle ~ représente une fonction quelconque de 7 et de wv. 
Nous voyons que le fil rigide est une parabole 2 —%, ayant pour axe 


la caractéristique (67) de ce plan. 
Si, dans (68). nous faisons y =o, la parabole sera tangente au 
Ma + mm: OY 


| 
= YU. 
2M, 07.” : 


plan des ys et aura pour directrice la droite a = 


ie à 
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Le mouvement du fluide s’obtiendra donc de la manière suivante. 
Soient une surface développable | et une surface quelconque S. A tout 
point M de I faisons correspondre le point M' d’intersection de la nor- 
male en M à I avec S. Considérons une génératrice rectiligne g de 1. 
Par g menons le plan & perpendiculaire à 1; lorsque l’on passe de la 
génératrice g à la génératrice infiniment voisine, © a pour caracté- 
ristique une droite g’, qui coupe MM’ en N; tandis que le plan TI mené 
par M’ parallèlement au plan tangent a une caractéristique A. D'autre 
part, & coupe S suivant une courbe qui admet la tangente M'T’. Par le 
milieu N' du segment MN, menons un plan perpendiculaire à M'T' et 
coupant le plan tangent suivant une droite d'. Cela étant, considérons 
dans le plan Il la parabole tangente au plan normal à g en M, ayant 
pour axe la droite A et pour directrice la droite d qui se projette suivant ~ 
d', ainsi que celles qui s'en déduisent par une translation parallèlement 
à A. A chaque point de 1, faisons correspondre une de ces paraboles, 
C par exemple. Les paraboles C ainsi choisies seront les fils rigides du 
Jluide et la vitesse dont une de ces paraboles est animée est égale au seg- 
ment ayant pour origine un point fixe O et pour extrémité le point M de 
l’indicatrice 1 auquel C est attachée. 


Si ee = 0, la parabole dégénère, ainsi que le montre l’équation (68), 


et devient une droite ayant pour équations 
SIN, ra UN 


m désignant une fonction quelconque de x et 7 une fonction 
quelconque de À et de w. L'indicatrice I sera encore une surface 
développable quelconque. A chaque génératrice rectiligne, on fait 
correspondre un plan parallèle au plan tangent à I le long de cette 
génératrice. Les droites menées dans ces plans parallèles, parallèle- 
ment aux génératrices correspondantes, sont les fils rigides du mou- 
vement. 

On dira encore, et d’une manière plus précise : Considérons deux 
surfaces développables de méme cône directeur. Choisissons l’une d elles, 
I, pour indicatrice des vitesses. Menons dans chaque plan tangent de 
l'autre surface S des droites parallèles à la génératrice de contact : ce 
seront les fils rigides. Pour obtenir la vitesse de l’un d'eux, on détermi- 
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nera la génératrice g de \ qui correspond parallèlement au fil considéré, 
et l’on établira une correspondance entre les points de g et les droites 
parallèles situées dans le plan tangent à S le long de la génératrice g' 
parallèle à g. La vitesse cherchée est égale au segment allant d’un point 
fixe O au point de g qui correspond au fil en question. 

Nous retrouvons la solution à laquelle nous étions parvenus au 
numéro 10. 


16. Il nous reste, en terminant, à examiner le cas où l’indicatrice | 
est un plan. Nous choisirons dans I un système de deux axes de coor- 
données rectangulaires O,À et O, 1, et nous attacherons le trièdre au 
réseau formé par les droites de I parallèles à ces axes. Les rotations 
seront nulles et les translations A et C seront égales à l’unité. L’équa- 
tion de condition (65) s’écrira, en désignant par x et y les coordon- 


_ nées d, et Ue, 


OV. Op QA, p) 
(69) ao We) ce Ee . 
Les fils rigides seront des droites ayant pour équations, l'équation 
précédente jointe à la suivante, 3 =v. 
Imaginons la surface Z obtenue en portant sur Mz, à partir de M, 
un segment MM’= Ÿ. Le plan tangent à À en M’ a pour équation 


ay a eA 
s— y= Shu ag 


L’équation (69) nous montre que les fils rigides sont les droites du 
plan 3 was qui sont paralléles a I’ intersection de ce plan avec le plan 
tangent à Len M’. 

‘ Le mouvement du fluide s’effectue donc de la façon suivante. Chot- 
sissons une surface quelconque À et un plan quelconque &. A chaque 
point M de © faisons correspondre le point M' de & situé sur la normale 
à w issue de M. Tragons le plan tangent à X en M' et déterminons son 
intersection avec le plan mené par M' parallèlement à w. Dans ce plan 
considérons une parallèle quelconque à cette intersection. Toutes les 
droites obtenues de la sorte, supposées plongées dans le fluide à l'instant 
initial constituent les lieux des particules animées de la méme vitesse. 
La vitesse commune aux particules situées sur une même droite est égale 
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au segment ayant pour origine un point fixe O et pour extrémité le 
point M d'où l’on est parti pour la définir. M va de soi que les droites 
choisies doivent se suivre d’une manière continue. 

17. Si l’on compare la solution que nous venons d'obtenir à celle 
que nous avons donnée au numéro 4, il semblera qu'elles soient bien 
différentes, particulièrement dans la manière de déterminer la vitesse. 
Pourtant elles sont équivalentes. 

Pour bien le voir, rapportons le fil rigide à un trièdre rectangulaire 
fixe, dont l’origine O se trouve sur la droite menée par O, perpendi- 
culairement à &, et dont les axes Oa et Ob sont parallèles à O0, A, O, u. 
Appelons 3, la cote de O,. Le fil rigide aura pour équations, a, 6, c 
désignant les coordonnées courantes, 


dyes L052 yoy __ AO p) 

(70) epi ie, ARS re 
e=5,+ bv. 

Posons 

a Li do \ Ov dc \ av 

(7h) “EE (+5) a (v À) ae’ 


5 étant, tout comme Q, une fonction quelconque de À et de v.. La pre- 
mière des équations (70) s’écrira 
CU) Oy ds ab da dy 


(9 } Pa 5 tT 4 Se — 
a) A oe? * Op Oh Oh dp 


Or c étant regardé comme un paramètre auquel nous donnerons 
une valeur constante quelconque, on déduit de la seconde équa- 
tion (70) liant 4 et y. pour la valeur c du paramètre 


Dans (72) remplacons Ch et Lie par les différentielles dy. et — da, 
qui leur sont proportionnelles, elle prendra la forme 


(93) adp.—bdk+ do = 0. 
Cela étant, considérons linfinité simple de plans 


(74) 3=— pa+ib—a(i,p), 


ETUDE DU MOUVEMENT D'UN FLUIDE PARFAIT DÉPOURVU D'ACCÉLÉRATION. 255 


où a, b, z sont les coordonnées courantes et où À et 1 sont liés par la 
seconde des équations (70), dans laquelle z, est une constante et c un 
paramètre auquel on donne une valeur constante. La caractéristique 
du plan (74) s’obtiendra en adjoignant à l'équation (74), l’équa- 
tion (73) ou mieux (72). La surface développable, enveloppe des 
plans (74), aura pour équation 


== qe, b,c), 


obtenue en éliminant À, u entre les équations (74), (72) et la 
deuxième des équations (70). Nous obtiendrons ainsi une famille de 
surfaces développables dépendant d’un paramètre. Cette famille sera 
d’ailleurs quelconque, puisque Ÿ et c sont des fonctions quelconques 
de 4 et de y. La projection d’une génératrice rectiligne sur le plan de 
cote c aura pour équations, les équations 3 —c et (72), où A et uv. 
auront des valeurs constantes liées par la seconde équation (70). 
Ainsi les fils rigides s’obtiennent comme au numéro 4. 
D'ailleurs, on trouve, en vertu de (74) et (73) 


00 ( Oc \ Op. ’ dc \ OA Pree 
2 Nit a ol 1/8 on À (» Hide e 
Oye Os \ Op. da\ dh. 
A7 Te (« 7 ie) ab (» se me 


Nous avons vu que la vitesse du fil rigide (70) s’obtient en joignant © 
au point M de coordonnées A, w, 3,3 ses composantes f, f,, /, 
suivant les axes de coordonnées sont donc 


do 
ees ah’ 
Jo 
rye rae Oa’ 
3— 0 


Ce sont bien les composantes de la vitesse, que nous avons obte- 
nues au numéro 4. 
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ETUDE SUR 


LA DETERMINATION DES SINGULARITES 


FONCTION ANALYTIQUE 


DEFINIE PAR UNE SERIE DE TAYLOR 


Par M. Arnaun DENJOY 
(Paris). 


1. Dans un Mémoire paru en 1929 ('), M. G. Polya indique un 
moyen de mettre en évidence une partie des points singuliers de la 
fonction analytique f(z) définie par un développement de Taylor 


donné 
(t) Ps) Al ee ee ae 


ou plus commodément de la fonction g(z) définie par l'élément 


. ay Un 
(ao) ys ho gr ee eee 


Soient C, le cercle de convergence =z —R, de cette dernière série, 
S, la région infinie de C,. Pour chaque valeur de 6, considérons la 
droite A(6) d’équation s=e"| p(4)+ a] (¢ réel quelconque), 
p(8) étant le plus petit nombre possible tel que, dans la région posi- 
tive A+(0) de A(6) [obtenue en remplaçant p(9) par tout nombre plus 
grand], il existe une fonction holomorphe g,(3) identique à go(=) 
dans la partie commune à A*(0) et à Sy. Par hypothèse, 4(4) contient 
une singularité de cette même fonction g,(s). La réunion de toutes 
les régions A*(6) forme une région infinie Q, renfermant la totalité 


(1) G. Pétya. Liicken und Singularitdten von Polensrethen (Math. Zeitschrift. 2, 


p. 550-640). 


Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 4. 


hth 
»> 
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de S, et où la fonction g,(s) est uniforme et holomorphe. Q est limitée 
par une courbe fermée convexe V, éventuellement réduite a un seg- 
ment de droite ou méme a un point. Dans tout autre cas, V limite une 
région finie B, ensemble commun à toutes les régions négatives A~(9). 

M. Polya a montré que p(9) a une dérivée à droite p’(@ + 0) et une 
dérivée à gauche p/(8 — o) [je montre que la fonction p'(8), avec une 
double détermination possible, possède en chaque point la continuité 
unilatérale]. Sur une droite quelconque (9), V possède ou bien un 
point unique I ou bien un segment IJ selon que p(8) a ou non une 
dérivée bilatérale au point considéré 0. M. Polya a montré (et nous 
rattacherons ce fait à une théorie générale) que I et J sont les points 
e[ p(8) + ip/(8 + 0)]. Ces points I, J (confondus sauf pour une infi- 
nité dénombrable de valeurs de 0) sont appelés les points principaux 
de V [situés sur A(0)]. Ce sont des points singuliers de g,. Tous les 


A*(0) 


Fig. 1. 


points singuliers de So, étant situés sur C,, sont singuliers pour g, et 
principaux sur V (fig. 1). 


j 
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Le théoréme fondamental de M. Polya rattache la détermination de 

la fonction p(4) a l'étude de la fonction entière 
; pr 

ee s à dns 
(3) non (ven, ere 

if p= 
associée à go(3). En effet, pour chaque valeur de 0, p(0) est définie 
par l’équation 
(4) p(9) = lim = log! F (ze) '. 

Si (0, 2) est le plus petit cercle de centre —u—— he" (k>0) 
dans la région infinie Y(6, A) duquel g,(z) est prolongeable en fonc- 
tion holomorphe à partir de la région circulaire 3+ uj > h+R,, 
2(0, 2) est totalement inclus dans Q, B est dans la région finie de I’. 
Ce cercle contient au moins un point de V, et tous les points de V 
situés sur I sont principaux. Il y a identité entre l’ensemble des 
points principaux de V appartenant à des cercles l'(, h) et celui des 
points où V possède une plus petite courbure positive (et non nulle). 


2. Dans une Note parue aux Comptes rendus de l’Académie des 
Sciences de Paris (t. 204, 1937, p. 1456), et dont M. Hadamard 
a souligné le grand intérêt, M. S. Mandelbrojt donne une règle 
permettant d'obtenir tous les points de V situés sur Cy, ou, par 
une extension immédiate, sur I'(9, A). Le procédé de cet auteur 
repose sur deux fondements distincts : 

1° Une remarque de nature géométrique que je rattache à un prin- 
cipe général (4-16); 2° un résultat de calcul dont l'intérêt est dans la 
simplicité d'expression des formules utilisées. 


Dans la dernière partie de ce travail, }’applique le principe géomé- 
trique dont M. Mandelbrojt a donné l’idée à des familles de courbes 
dont la configuration dépend d’un paramètre. Des développements 
analytiques, dont la simplicité rappelle celle des expressions de 
M. Mandelbrojt, me conduisent à des règles fournissant, pour la fonc- 
tion f(s) prolongeant /,(:) dans l'étoile rectiligne de Mittag-Leffler 
issue de l’origine, les points singuliers situés aux extrémités des 
rayons de l'étoile (36-43). 

Mais auparavant j'étudie les conséquences fournies par le rap- 
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prochement de la fonction de M. Polya et des coefficients de 
M. Mandelbrojt (21-29). | 
Considérons les points principaux isolés de V (fig. 2). Ce sont des 
points {—pei* tels que, dans un intervalle majeùr (non extensible ) 
_ 0, <0<0:, la droite A() ne cesse pas de passer par un tel point. Donc 


_ p(6)—=pcos(? —Ÿ). 


Figers. 


On vérifie que e"(p+1p)— se. V contient deux segments recti- 
lignes majeurs ¢,%, &2 aboutissant au point ©. Si g,(3) est de la 
forme (s —C)®o(z), ® étant holomorphe et non nul au point €, la 
fonction | 


pe 


(5) FalQ =) poo soit 
(pop D) 
p=-1 
si 
dpt) = Api Chapu +... + Chay py. uk... 4+ Chaiur, 


a pour exposant radial p,(0) le nombre p(@) lui-méme si 9 n’est pas 
intérieur à l’intervalle 6,, 0, ou si, avec 0, 0 <6,, a n’est pas de la 
forme B—r(r entier 20). Au contraire, si « = 8 —r, l’exposant p,(@) 
est inférieur à p(0) pour 0, <0<0., et la droite A,(0) : 


3 = e”| px(9) + ipa(9 + 0)] 


enveloppe un are convexe ¢,¢, remplaçant la succession des deux seg- 


ments rectilignes 5,6, &: de V. Il pourra se faire que certains points 


principaux isolés de V soient ainsi éliminés. Ils le seraient tous si ©" 
À So 
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se prolongeait en une fonction méromorphe a poles simples, dans 
tout le plan sauf éventuellement à l’origine. | , 

Ayant remplacé V par un contour convexe V, à l’extérieur duquel 
les seuls points principaux de V sont des points isolés, on peut | 
répéter pour chaque point principal isolé de V, les mêmes raisonne- 
ments. Généralement, on peut substituer à V une courbe convexe ® 


limitant la plus grande région infinie dans laquelle 7: est prolongeable 
‘ 4 ‘ : 4 age 0 “3 F 

en une fonction méromorphe à pôles simples. On peut même résorber 

des singularités isolées d’une nature plus complexe (26-29). 


3. Incidemment (23-25), j'examine une autre sorte de problème 
dont il serait sans doute possible de trouver l’analogué dans maintes 
questions. Une fonction ou même une famille de fonctions analy- 
tiques étant donnée, le rayon de convergence de la série de Taylor 
autour d’un point z, variable est déterminé par une suite de coeffi- 
cients de la série à modules prédominants. De quelle façon les rangs 
de ces coefficients varient-ils avec z,? tel est le problème que j'étudie 


dans un cas très particulier. La fonction g,(3) ayant pour développe- 
1 . On ( 

ment dans Z(0, A) la série > 

cette série, soit R(6, À) rayon de ['(6, A), est de la forme h + p(®) + (Ah) 


et même À + p(9)+ Hi n(h) dans les deux cas tendant vers 


» le rayon de convergence de 


zéro quand À croît indéfiniment. Il existe donc, pour € positif et 4 
donnés, des nombres Ne, A), N’(<, h)et des suites n,(e, h), n,(e, h) 
tels que : 1° pour tout entier n supérieur à Ne, h) ou à N'(e, A) 
respectivement 


(6) [dnutu) <[h+p(3)+e]* ou (tu) < [+ pC) + a : 


nel, 
2° pour tout nombre n appartenant à la suite n,(e, h)oun,(2,h), © 
(7) duutu) > [A p(B) —2]* où | Onei (te) > |! rs | 


Je me suis proposé de rattacher aux propriétés de croissance de la 
fonction entière F(e) associée à gy(z) les valeurs des nombres N(e, h), 
N'(e, A), ni(e, h), n,(e, h) pour h assez grand. Je montre en parti- 
culier que les rapports A, et A, de n,(e, h) et n,(e, h) ah sont dans 
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certains champs définis a priori par l’allure du rapport [et log|F(v)! 
aux abords du rayon ¢-= Ae”, quand À croit indéfiniment. 

Ces résultats, avec l'étude du principe géométrique (4-16) et les 
considérations finales (36-43), constituent la partie de ce travail où 
j'appellerai plus particulièrement l'attention du lecteur. 

Je reviens encore (30-35) à l’étude de la fonction F(¢) pour mon- 
trer que son allure asymptotique sur le rayon 6 = Ae, plus précisé- 
ment la nature de la fonction entière e*F(¢) le long de ce rayon peut 
donner la partie singulière de g, au voisinage du point principal 
isolé €, si toutes les droites A(6) passent par Ÿ pour 0, 0 <6,. La 
partie principale de e~*F(¢) est un polynome si € est un pôle, une 
fonction entière d’exposant nul si Ÿ est un point essentiel isolé de 
g1(:). On peut décomposer F(v) en une somme de termes mettant en 
évidence tous les pôles, ou tous les points essentiels isolés situés dans 
Ja région infinie du plus petit contour convexe ® hors duquel cette 
sorte de points constituent les seules singularités du prolongement 
de g,(s). On peut également reconnaitre si dans un cercle de centre €, 
§:(3) est prolongeable en une série absolument convergente 


Xe,,(3 — 7%), les «,, étant réels, positifs ou négatifs. On peut même 


+ : 
considérer une fonction / (2 —C)*dv(a), la fonction e(«) étant à 


variation totale finie dans le champ de tous les nombres réels et l’inté- 
grale étant absolument convergente dans un cercle de centre £. Un 
développement asymptotique correspondant existe pour F(¢) et carac- 
térise ce cas ('). 


I. — Principe géométrique de M. Mandelbrojt. 


LA 


'. Soit C(a, b) une courbe fermée simple de Jordan dépendant 
continüment de deux paramètres a et b. L'un de ces paramètres b joue 
un rôle spécial. Nous l’appellerons paramètre de dilatation. Si b croit, 
ES AE Ré SA hante + NN AN 


(1) La plupart des résultats contenus dans ce travail ont été publiés aux Comptes 
rendus del teadémie des Sciences de Paris. 204, 1937, p. 1611; 205, 1937, p. 453; 206, 
1938, p. 737. Plusicurs auteurs ont également communiqué, postérieurement à la Note 
initiale de M. Mandelbrojt (204, 1937, p. 1456), d'importantes Notes relatives à ces mêmes 
sujets. 
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a restant fixe, l’une des régions S(a, b) de C(a, b) croit. Plus précisé- 
ment, sib <b’, S(a, b) = S(a, b) + Cia, b) < S(a, b'). 

Soit H un ensemble fermé plan donné. Pour chaque valeur de a il 
existe, en raison de la croissance de S(a, b) avec b, au plus une 
valeur 6 = (a) telle que, si P(a) est la courbe C[a, Y(a)]et si E(a) 
est la région S[a, d(a)], 


1° X(a) est vide de points de H; 
. 2° (a) contient au moins un point de H et généralement un sous- 
ensemble fermé H(a) commun avec H. 


(a) est continue en a, d’après les hypothèses faites. 

Le théorème que nous nous proposons d'établir est que, sous 
réserve des mises au point nécessaires, la théorie élémentaire des 
enveloppes est applicable à la famille de courbes l'(a) à un paramètre. 
L’enveloppe de l(a) est un ensemble fermé généralement non continu, 
ayant en commun avec l'(a) certains points caractérisés de H(a). 

D'une façon précise : 


1° La fonction Y(a) possède une dérivée à droite, que nous désignons 
par (a + 0), et une dérivée à gauche V'(a — 0); 


245 
(8) F(x, y,a,6)=0 
est ’équation de C(a, 6), et si 
OLA OP 
(9) WX V3 4; eae POY 


U'(a+0) est le minimum des valeurs de q sur H(a), Ÿ'(a — 0) est le 
maximum des valeurs de q sur H(a). En sorte que les équations 


| a a 
(10) F(z, 7, a, Dy=S0y b= (a); 5 oF ‘ OF fe 
| 0 Fla = 


définissent sur T (a) deux ensembles de points caractéristiques 0, (a), 
6,(a), lesquels comprennent respectivement les ensembles H,(a), 
H,(a) inclus dans H(a) et où q atteint soit son minimum, soit son 
maximum sur H(a). q(a, y, a, b) sera appelé le rang du point (x, y) 
sur C(a, b). 
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De ce premier point de vue, les points caractéristiques de l'(a) sont 
les points de H(a) où q est soit minimum, soit maximum, accrus de 
tous les autres points de l'(a) où ga des valeurs égales à ce maximum 
ou à ce minimum. . < 


3 L'intersection de T(a + Aa) et de T(a) a son ensemble d’ accumu- 
lation quand Aa tend vers zéro, respectivement inclus dans 0,(a) ou 
dans 0,(a) selon que Aa est positif ou négatif. 


C’est un deuxième point de vue définissant encore comme points 
caractéristiques de l'(a) des points parmi ceux où q a respectivement 
la valeur maximum et la valeur minimum qu’il atteint sur H(a). 


4° L'ensemble d’accumulation de H(a + Aa) quand Aa tend vers zéro 
est dans H,(a) ou dans H,(a), selon que Aa tend vers zéro par valeurs 
positives ou par valeurs négatives. 


Démontrons ces divers énoncés. 


5. Les deux paramètres réels a et b varient dans un champ fermé D. 
Quand le point M(a, y) décrit C(a, b) et que (a, b) parcourt D, le 
point (2, y) décrit un domaine D’ et le point (x, y, a, b) parcourt une 
variété fermée D” à trois dimensions de l’espace U, à quatre dimen- 
sions. Soit Q le domaine des points de U, se projetant dans D et D’. 

Soient S(a, b) et S'(a, b) les deux régions de D’ séparées par C(a, b). 
L’inégalité b <b' entraine à la fois que S(a, b) est inclus dans S(a, b’) 
et que S’(a, 6) contient S’(a, b’). En changeant le signe de F s’il le 
faut, on peut supposer que la région S(a, 6) croissant avec b est définie 
par F<o. , 

On suppose F(a, y, a, b) continue dans Q. Cette hypothèse jointe à 
celle-ci que F—o définit un contour simple C(a, b) entraine que 
C(a, 6) et les régions S(a, b), S'(a, b) varient continûment avec a et b. 

Dire que l’ensemble C(a, b) varie continiment avec a et b, cela 
signifie que l'écart de C(a + Aa, b + Ab) et de C(a, b) tend vers zéro 
avec | Aa + | Ab}. (L'écart mutuel de deux ensembles est le minimum 
des nombres p tels que tout cercle de rayon ¢ ayant son centre sur 
l’un contient un point de l’autre.) Au nombre positif 4, donné on 
peut faire correspondre n,£n, tel que si |Aa| <<», [Ab < n:, le 
point (a + Aa, b + Ab) étant en outre dans D, il est possible à tout 
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point M(a, y) de C(a, b) de faire correspondre un point M(2’, y) 
de U(a+ Aa, 6+ Ab) et réciproquement, de façon que la dis- 
tance MM’ soit inférieure à n.. 

F : 


ven eo à , 
On suppose que les dérivées A LRSTS existent et sont continues 


dans Q. Pour que la condition F(a, y, a, 6)<o entraine 


F(z, y, a, 6+ Ab)<o pour Ab> 0, 


nous supposons 2 < o dans Q. Dès lors la fonction g(a, y, a, b) est 
continue dans Q. | 

Nous ne faisons aucuné hypothèse sur l'existence nia fortiori sur 
la continuité des dérivées de F par rapport à æ et à y (*). 

6. Nous considérons les valeurs de g comme ordonnant les points 
de C(a, b). Les deux points M,(æ,, y,) et M;(x2, 2) étant sur Ca, b), 
si qg(æ,, ¥1, 4, 6) << q(æs, Ys, 4, b), nous dirons que M, est antérieur 
à M, sur C(a, 5) et que M, est ultérieur à M, sur la même courbe. 
E étant un ensemble fermé situé sur C(a, 0), le point ou l’ensemble 
initial de E, le point ou l’ensemble terminal de E sur C(a, b) seront 
respectivement formés des points de E où g est minimum ou maxi- 
mum, a et b gardant les valeurs définissant la courbe C où E est 
considéré. 

Soient e(A)=e(A, a, b) l’ensemble des points de C(a, b) où 
q(x, y, a, b)—à et e'(A) la partie de e(A) formée des points au voisi- 
nage desquels 9 — A prend'les deux signes. Nous dirons que les points 


(1) F(z, y, a, b) s’annule avec la distance d(æ, >, a, b) du point (x, y) a C(a, b) 
et | F | est positif en même temps que d. On suppose même que F a des signes différents 
dans les deux régions séparées par C(a, b). Si F pouvait s’annuler à distance positive 
de C(a, b), il faudrait pour définir C(a, 6) compléter la condition F = o par des inégalités 
ox(æ, 7, a, b)<o. Nous n’analyserons pas ces hypothèses plus générales que celles 
du texte. 

D’après un théorème de M. Lebesgue, on peut toujours définir dans © une fonction 
continue F nulle sur D”, négative dans tous les S(«, b) el positive dans les S’(a, b) si 
le point (a, b) est dans D, possédant enfin hors de 1)” des dérivées partielles continues 
de tous les ordres en x, y, a, b. Une telle fonction F peut-elle, avec les hypothèses : 


C(a, b) continue en a, b et S(a, 6) <S(a, 9’) si b<b’, être toujours supposée mise 
do. ; : 9 
sous la forme o(x, 7, a) —b, existant et étant continue sur C(«, b)? 
F* C 


, / 
Ann. Éc. Norm., (3), LV. — Fasc. 4. 34 
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de e(2) sont conjugués les uns des autres. Ceux de e’(À) seront dits 
conjugués forts, ceux de e(A) — e’(A) seront dits conjugués faïbles. 

Il nous sera commode de supposer que e(A, a, b) ne contient aucun 
arc de C( a, b). | 
. Nous voulons montrer que les équations (10) définissent sur l(a) : 
la première, l’ensemble 0, (a) des conjugués du point ou de l’ensemble 
initial H,(a) de H(a), la seconde l’ensemble 0,(a) des conjugués du 
point ou de l’ensemble terminal H,(a) de H(a). i 

Nous montrerons aussi que, 0,(a) et 0,(a) désignant les ensembles 
des conjugués forts inclus respectivement dans 0,(a) et dans 0,(a). 
l’ensemble d’accumulation des intersections de (a) avec (a + Aa), 
quand Aa tend vers zéro avec un signe constant, est inclus dans 0,(a) 
et renferme 9\(a), si Aa est positif, est inclus dans 0,(a) et ren- 
ferme V,(a) si Aa est négatif. 

Nous considérerons la division de C(a, b) par les points de e(A); 
nous étudierons les positions mutuelles des arcs de C(a + Aa, b + Ab) 
et de C(a, b), ainsi que l’intersection de ces deux courbes. 

6 6. q(x, y, a, b) étant continu dans l’ensemble fermé Q, à positif 
donné nous pouvons faire correspondre 7, = y,(¢) de façon que si les 
quatre différences x'— x, y'— y, a’—a, b'— b sont en valeur absolue 
inférieures à n,, il en résulte |q(a', y’, a’, b')—q(a, y, a, 6)|<e 
quels que soient (a, y, a, 6) et (2', y', a’, 6’) dans Q. Si done 
= (a, 6) et po = po(a, b) sont respectivement le minimum et le 
maximum de g(æ, y, a, 6) sur C(a, 6), ces nombres différeront des 
nombres analogues relatifs a C(a + Aa, b+ Ab) de moins de € en 
valeur absolue si |Aa| et |Ab| << n,—n,(e), ces dernières inégalités 
entrainant que l'écart de C(a, b) et de C(a + Aa, b+ Ab) est inférieur 
ay = (€). 

SiA<p,ourA> Us, e(A, a, b) n'existe pas. 

L'ensemble e(u,, a, b) est l’ensemble initial de C(a, b); e(p., a, b) 
en est l’ensemble terminal. e( yu, ) et e(1) peuvent chacun ne ren- 
fermer qu'un point. Ils ne sont formés que de conjugués faibles. 

SI pu CA pu, e(X, a, b) existe. Soit E,(A, a, b) l'ensemble des 
ares-intervalles (extrémités exclues) de C(a, b) 01g <i, E, (à, a, b) 
l’ensemble des ares-intervalles de C(a, b) où q > À. E,(u,,a,b) n'existe 
pas, non plus que E,( 1, a, Oy. Pour: re x vo, E, et E, existent. 
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E, (4, a, b) croit et E, (X, a, b) décroit quand À croit. Quel que soit À, 
C(a, b)=E,+e+E,. 


e(A, a, b) est la réunion desfrontières de E, (À, a, 6) etde E,(A, a, b), 
puisque e(A, a, b) est supposé non dense sur C(a, b). e'(A, a, b) est la 
partie commune à ces deux frontières. e/(A, a, b) renferme au moins 
deux points, puisque E, (4, a, b) et E,(A, a, b) existent l'un et l’autre, 
et qu’en décrivant C(a, b) dans un sens invariable, on ne peut passer 
d’un arc de l’un des ensembles E, (A, a, b) ou E, (à, a, b) à un arc de 
l’autre sans rencontrer au moins un point de e’(à, a, b). 


_ 7. Considérons la position mutuelle de C(a+ Aa, b+ Ab) et 
de C(a, b), Aa étant non nul. Supposons que le segment rectiligne 
joignant (a, b) à (a + Aa, b + Ab) soit dans D, ce qui aura lieu, si 
(a, b) est intérieur à D, dès que | Aa | et | Ad; seront assez petits. Dési- 
gnons par 7 le rapport = et par Au l'accroissement d'une variable w. 
Ona 

(11) AF =F (x, ¥,0 + Aa, b + Ab) — F(x, y, a, 6) 

| F 
= a (x, y, a, B) Aa + (æ, y, a, B) Ab 


OF NG 
=— hay, (2), a, B) [g(a ly, 0,8) rc}, 


(a, B) est un certain point du segment rectiligne joignant (a, 4) 
à (a + Aa, b+ Ad). 
Le signe de AF est celui de Aa[q(x, y, x, B)— 7]. Supposons 
| Aa| < ne(€), | Ab| < ne(€) 
AF a (68) le signe de 
Aa[g(x, y,a,b)—T+ de] (9<1) 
et aussi celui de 


Aa[q(x, y, a + Aa, b+Ab)—T+û'e] (d®< 1). 


1° Ilrésulte de ceci que C(a, 4) et G(a + Aa, b + Ab) sont disjoints 
siT< (a, b)—e ou st 7< (a+ Aa, b+ Ab) —e, et ausst quand 
r > (a, b)+e our > p(a+ Aa, b + Ab) + ¢ (toujours avec | Aa |, 
| Ab | < M). , | 


18 
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En effet, si le point M(æ, y) est sur C(a, 6), 
F(z, y, a + Aa, b+ Ab)= AF 


a le signe de af Ce, y, a, b)—= 7+ de]. 

SiM’(ax', y’)est sur C(a+-Aa, b+-Ab), F(z’, y', a, Was, »¥', a,b) 
a le signe de — Aa[q(x’, y', a + Aa, b+ Ab)—7+ 0'e]. 

Si 
Tr < pn(a, b)—e, ou t<p,(a+ Aa,b+ Ab)—e, pour Aa>0o,. 


C(a, b) est dans S'(a + Aa, b+ Ab) et C(a + Aa, b + Ab) est dans 
S(a, b). Pour Aa<o, Ca, b) est dans S(a+ Aa, b+Ab) et 
C(a + Aa, b+ Ab) dans S’(a, b). 
Si 
T>p(ab)+e, ou T> (a+ Aa, b+ Ab)+e, 
on a des conclusions analogues, les régions S et S’ échangeant leurs 
rôles. 


2° € étant supposé inférieur au quart de (a, b) — u,(a, 6), soit= 
compr. is entre Bite et py—e. 

L’ensemble E,(t—«, a, 6), dont chaque point appartient a C(a, b) 
et vérifie g(a, y, a, b) << 7—e, est en totalité dans S(a + Aa, b + Ab) 
si Aa >o et dans S'(a + Aa, b + Ab) si Aa <o. C’est l'inverse pour 
E,(7r+e, a, 6), qui est en totalité dans S’(a + Aa, b + a si Aa>o 
et dans S(a + Aa, b+ Ab) si Aa < 0 (fig. 3). 

Soit e(r, €, a, b) l’ensemble des points de C(a, b) vérifiant 


™—éSq(2,y, a,b)<t+ 8, 


e(r, €, a, b) est l’ensemble fermé obtenu en retranchant de C(a, 6) les 
deux ensembles E,(t—<, a, b) et E,(++2, a, b). Désignons par 
e'(z,¢, a, b) l'ensemble des arcs-segments de C(a, b) contenus dans 
e(r, €, a, b) et ayant une extrémité frontière à E,(r— 2, a,b}et l’autre 
extrémité frontière à E,(r + e, a, b). e/(t, ¢, a, b) olan au moins 
deux ares-segments. Quel que soit le signe de Aa, les deux extrémités 
d’un arc-segment de e’(=, ¢) sont dans deux régions différentes de 
C(a + Aa, b+ Ab). Donc, tout arc-segment constituant de e'(z, €) 
contient au moins un point commun aux deux courbes C(a, b) et 
C(a + Aa, b + Ab). 
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Au contraire, tout arc-segment majeur (contenu dans nul autre) de 


5 1 LIRE AN . 
e(t, €, a, b) qui n’est pas dans e’(z, 2) a ses deux extrémités frontières 


S'(a,b) 
Le o+ha.b+AB) S'(a+A a,b+Ab) 
& 


C(a,b) 


Cash 


Fig. 5. 


au même ensemble E,(< —¢, a, b) ou E,(r + e, a, b), et l'on ne peut 


a priori affirmer ni qu'il contienne ni qu'il ne contienne pas de point 


commun aux deux courbes. 

En tout cas, si 

ba, b)+e<T<p(a,b)—e, |Aa| et|Ab|<n,(e), 

l'intersection de C(a, b) et de C(a + Aa, b + Ab) existe: elle est située 
en totalité dans e(*, ¢, a,b) et a au moins un point dans chacun des 
ares-segments e'(T, €, a, b). 

On peut évidemment échanger dans ce qui précède les rôles des 
courbes C(a, b) et C(a + Aa, b + Ab). 


7 b. Supposons maintenant que Aa et Ab tendent vers zéro, et de 
façon que 7 tende vers une limite À contenue dans l'intervalle 
pu (as 6) LA € pa(as bY. 

Alors < peut être supposé infiniment petit avec la borne supérieure 
de | Aa}. 


270 ARNAUD DENJOY. 


e(A, a, 6) est l’ensemble commun à tous les e(A, €, a, 6) quand « 
varie. D’autre part, sur tout arc-segment de C(a, b). contenant un 
point de e'(A, a, 6) il y a, dès que € est assez petit, des points de 
E,(A—g, a, b) et des points de E,(À + €, a, b), donc des arcs-segments 
de e'(A, €, a, b). Done l'intersection de C(a + Aa, b+ Ab) et de 
C(a, b) existe dès que | Aa| est assez petit et l’ensemble de ses points 
d’accumulation, quand Aa prend une suite de valeurs tendant vers 
zéro, est dans e(A, a, b)et renferme la totalité de e’(A, a, b). 

Enfin, si Aa a un signe constant, par exemple si Aa > 0, dès que Aa 
est assez petit, E,(4 — €, a, b) est dans S(a + Aa, b + Ab), etc. (trois 
résultats analogues). 

8. Arrivons maintenant à la démonstration du principe généralisé 
de M. Mandelbrojt. 

H est un ensemble fermé donné, intérieur à D’. b = L(a) est carac- 
térisé par les conditions que S[a, L(a)] ou X(a) est vide de points 
de H, tandis que C[a, Ÿ(a)] ou X(a) renferme un sous-ensemble 
fermé (non vide), H(a) appartenant à H. Le fait que L(a)‘est déter- 
miné et les hypothèses sur la continuité de C(a, b) en a et b montrent 
que Ÿ(a) est une fonction continue de a. 


Soient À, — À,(a) et = (a) le minimum et le maximum de 


qglæ, y, a, Ÿ(a)] sur H(a). Tout point d’accumulation de la suite 
d’ensembles H(a + Aa), quand Aa tend vers zéro, est un point de H(a) 
parce que : 1° H est fermé; 2° l'(a) varie continüment avec a, comme 
(a) lui-même. Il résulte de là que, g(x, y, a, b) étant continu dans Q, 
tout élément limite, quand Aa tend vers zéro, d’un point du segment 
numérique À, (4 + Aa), A,(a+ Aa) appartient au segment À,(a), A,(a). 
Donc 

lim 3, (a + Aa) >i, (a), lim 2, (4 + Au)<ho(u). 

Arret AVE 

Soit a’ différent de a. l'(a'), qui contient les points de H formant 

H(a’') n’est pas en totalité dans X(a). De même X(4') ne contient pas la 
totalité de Fa). Si a’ tend vers a, la région L(a’) tend vers la région 
=(a). Dès que X(a’) et £a) ont un point commun, on voit immédiate- 


ment que l(a) et P(a’) sont non disjoints. Si done= a Etre AC) 
. . ,* = . . = 
les limites d’indétermination de - quand Aa tend vers zéro, appar- 


tiennent au segment Bala, L(a)], Ws [a, L(a)] 


4 
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Soit à démontrer l’égalité À, (a) —%'(a +0). 

Tout d’abord, indépendamment du signe de Aa, dès que | Aa! est 
assez petit, 

; (a+ Aa) > ia) — &. 
Soit Aa > o. 


Puisque E,[++ €, a+ Aa, }(a) + =Aal], s’il existe, est en totalité 
dans S[a, d(a)] ou (a), cet ensemble E, ne contient aucun point de 
H(a + Aa). Donc 


D'où 


A, (a + Aa) <2, (a+ Aa) ST + &. 
Aa) —2e< ha + Au) —2 <7, 


dès que Aa positif est assez petit. 

D'autre part, E,[=—e, a, (a), s’il existe, est en totalité dans 
S[a + Aa, Ÿ(a) + =Aa] ou E(a + Aa). Il est donc impossible que 
A,(a)<C7—¢, sinon H(a) aurait un point dans Ê(a + Au). Donc 
TK (A) Es, 

Finalement, + tend vers À,(a). Donc d(a) a une dérivée à droite 
d'(a+o)et 

W(a+o)=k(«) =— re [b=v(a)], 
la valeur du premier terme étant le minimum du dernier sur H(a). 
On montre de même (a — 0) =A, (a), en considérant Aa < 0. 

Aa(a + Aa) et A,(a-+ Aa) tendent, comme 7, vers A,(a) quand Aa 
positif tend vers zéro. Donc la dérivée d'(a), susceptible de deux déter- 
minations valables chacune unilatéralement, est cependant continue 
unilatéralement en chaque point. Ce qui justifie les notations Ÿ'(a + 0) 
et Y/(a — o) pour la dérivée droite et la dérivée gauche de (a). 
L'ensemble des points de discontinuité de Ÿ'(a) est dénombrable, et en 
chacun d'eux Y/(a +0) — Ÿ'(a —0o) < 0. 

Il est donc démontré que l’ensemble H,(a) des points initiaux de 
H(a) est donné solidairement avec tous leurs conjugués par les equa- 
tions 


a ohm xO 
(pot 2) 7 PY a3 5 Gb) So, b=—(a), Oui PRE b'(a+o)=o. 


D'autre part, + tendant vers Ÿ/(a+o) pour Aa positif tendant 
vers zéro, l’ensemble des points d’accumulation de l'intersection de 
l'(a + Aa) et de l'(a) est contenu dans l’ensemble e[L'(a+o), a, Y(a)], 
E * 
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ou 0,(a), des conjugués sur l'(a) des points initiaux de H(a) et il 
renferme l’ensemble 0,(a) de leurs conjugués forts. [Si l’ensemble 
initial H(a) est formé de points extrêmes de l'(a), les conjugués forts 
des points de H,(a) n'existent pas. | + | 

Le rang des points de H(a+ Aa) sur l(a+ Aa), rang compris 
entre À, (a+ Aa) et A,(a + Aa) inclusivement, tend vers À, (a). Done, 
les points d’accumulation de la famille H(a + Aa) quand Aa tend vers 
zéro par valeurs positives appartiennent tous à H,(a), puisqu'ils sont 
dans H(a) et ont pour rang A, (a). 

Si Aa tend vers zéro par valeurs négatives, on trouve les conclusions 
analogues formulées dans l'énoncé du théorème. 

Celui-ci est dès lors entièrement établi. 


8 b. Le principe de M. Mandelbrojt est une réciproque du théorème 
précédent : 

St, l’ensemble fermé H n'étant pas donné, on connaît cependant la 
fonction b—4(a) définissant pour chaque a la région maximum 
* S(a, b) vide de points de H, les équations (10) feront connaitre sur 
[(a)=C[a, Y(a)] respectivement les points initiaux et les points termi- 
naux de H(a)=H. l'(a), mais indistinctement avec leurs conjugués. 

Bien entendu, (a) et les courbes l'(a) vérifieront toutes les con- 
ditions analytiques ou géométriques établies plus hant. 


9. Nous ajouterons à la théorie précédente quelques remarques 
permettant d’en étendre l'application. 4 


1° Pour que les théorèmes énoncés soient valables pour une 
courbe déterminée l(a), il faut et il suffit que les hypothèses de 
continuité ou de signe, relatives aux configurations, aux fonctions, 
soient vérifiées simplement dans la partie de Q correspondant au 
voisinage du point a, }(a) dans D. H étant intérieur à D’, les iné- 
galités supposées peuvent être remplacées par l'égalité sur la frontière 
de D’. Pareillement, les résultats relatifs à l'existence de d'(a + 0), 
aux ensembles d’accumulation des points communs à (a+ Aa) et 
à F(a) quand Aa tend vers zéro par valeurs positives, etc., supposent 
simplement que Ÿ(a + Aa) est défini pour Aa > o. a pourra donc être 
situé à l'extrémité gauche du segment constitué par les valeurs qu'il 
prend dans D. 
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Observation analogue si a est l’extrémité droite du même segment. 
2° La région S(a, 6) qui, pour b = (a), est la région X(a) de (a) 
vide de points de H, tandis que l(a) contient au moins un point de H, 


a été supposée croissante avec b (sous réserve de précisions complé- 
mentaires). Si S(a, b) est au contraire décroissante, quand b croit, en 
supposant S(a, 6) toujours définie par F <0, on a = eo, 

Il faut, dans tous les raisonnements et énoncés, changer le signe de 
Aa. (a +0) et (a —o) s’échangent. Par conséquent, dans cette 
nouvelle hypothèse, Ÿ'(a + 0) est le rang de l’ensemble terminal H,(a) 
de H(a) [et de l’ensemble conjugué 0,(a)], Ÿ’(a— 0) est le rang de 
l'ensemble initial H, (a) de H(a) [et des points de 6,(a)]. 


3° Le rang g(a, y, a, b) = — putas du point M(a, y} sur C(a, b) 


est indépendant d’une transformation g(F), avec g(o) = 0, effectuée 
sur la fonction F nulle sur C(a, b). ; 

Si nous opérons un changement des paramètres a et b en c et d, 
indépendamment de x et de y, le rang de tout point M (a, y} d’une 
courbe donnée C(a, b) subit une transformation homographique indé- 
pendante du point M sur C et ne dépendant que de la transformation 
du système (a, 5). L'ensemble des conjugués d'un point donné 
de C(a, b) reste invariant. : 

Bien entendu, la transformation de (a, 6) en (c, d) doit conduire-a 

ARE elas : : 
une dérivée — de signe constant. Il sera nécessaire et suffisant pour 


db da .. - sera ainsi : 
cela que = — g: ait un signe constant dans D. Il en sera ainsi pour 


@ vec, d): b=d+eh(e,d). 


dès que < est assez petit (et indépendant de c et de d). 

La transformation homographique étant de sens invariable, un 
changement des paramétres a, 6 remplissant les conditions que nous 
venons de dire ne modifie pas l’ordonnancement des points d’une 
courbe C(a, 6), sauf à l’inverser simultanément sur toutes les courbes 
à la fois. Comme on pouvait s’y attendre, les éléments extrêmes de 
H(a) gardent leur caractère. 

Enfin, dans une transformation topologique du plan des +, y. l'équa- 
tion dela transformée C/(a, b) de C(a, b) est encore F(x, y. a, b)= 0. 


Ann. Éc. Norm., (3), LV. — Fasc. 4. 35 


274 ARNAUD DENJOY. 


oil @ et y sont exprimées au moyen des coordonnées 2’, y’ du trans- 
formé de M(a, y). La définition du rang g montre que le rang de M 
sur C(a, b) est égal au rang de M’ sur C’(a, b). La relation de conju- 
gaison de deux points de C(a, b) est topologiquement invariante ("). 


10. Supposons que la courbe C(a, 6) admette les équations para- 
métriques 


R= UG ga, 0): y=y(o, a,b), 


w étant par exemple l’argument d’un point décrivant le cercle trigono- 
métrique, pendant que le point M(a, y) décrit C(a, b). En tous cas, il 
sera intéressant et toujours réalisable que le champ de variation de w 
soit un segment indépendant de a, b, par exemple le segment 
o<w<2n. Le domaine Q’ fermé parcouru par le point (a, 6, w) est la 
composition de deux domaines indépendants, savoir D où le point 
(a, b) se déplace et le segment décrit par w. 

Nous supposerons x et y doués de dérivées premiéres continues 
en w, a, b dans Q. 

Supposons que la région S(a, 6) croissante avec b soit la région 
positive de C(a, 6) parcourue dans le sens des w croissants. Le chan- 
gement éventuel de w en 2x —w permet toujours de réaliser ces 


a | db : : 
conditions. Le rang g en un pointest la valeur de | en ce point si la 


courbe y touche son enveloppe, quand la théorie élémentaire s’ap- 
plique, b étant regardé comme fonction de a. On trouve 


(9,2) PEL ED MLS) aS) 2 — poo ee 


D(w,a) D(a, bd) 


(") I y aurait peut-être une intéressante étude topologique à faire sur les courbes 
planes C(a, 6) dépendant contindment de deux paramètres, et généralisant comme il suit 
les conditions de l'énoncé : 


1° Il existe deux nombres finis p,(a, b) et w2(a, b ) iels que si 
—— Ab i . Ab 
ur < p(4a,b), ou si cadet bt 


la courbe Ca + Aa, b + Xb) finit par être disjointe de C(a, b). 
2 Quel que soit le point M(x, >) situé sur C(a, 6), si €(a + Aa, b + Ab) contient M 
: A 
Us | , . anne i Se Lee 2 
et si Au|+ Ab! tend vers o, le rapport aa tend vers une limite unique q appelée 
le rung de M sur C(a, b). 
Dans quelle mesure la seconde condition est-elle indépendante de la première ? 


db. 
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A = OF OF + 19 que 4 
C'est bien la valeur de — >: si l’on forme l’équation F(x,y,a,b)—o 


de C(a, b) par l'élimination de w entre les expressions de x et de y. 


> SS = 
ato OM Ox dy . OM 0x Oy 
Considérons | eur — ~-»—), Si — Sy eee 
ns le vecteur a Ol a 5 et aussi a6 UT" oo 
Soit 

_ dx dy dx dy D(a, y) 

“da db db dn D(a, b) 


u 


> > 
: . 1, OM M 
le produit vectoriel == A “x - 


L'hypothèse u < 9 entraine S(a, b) < S(a, b') pour b <b’. 
Soit | | 
> aM aM où - 
AM = = Aa + op Ab + Fp Be +o(|Aa|+]Aël+;Ao)), 


la notation o(x) étant celle de Landau. Pour connaitre la position 


du point M'— M + AM par rapport à S(a,b) quand M est sur C(a, b), 
se 


> 
nous considérons le signe du produit vectoriel He A AM. Le point M 
est dans S(a, 6) ou dans S’(a, 5) selon que ce produit est positif ou 
négatif. On voit que si Aw est infiniment petit, de l’ordre de | Aa | + | Ad| 
au moins, le produit vectoriel est mesuré par 


D(x, y) D(z, y) t Ay t= | 
D(w, a) eae Le frit 


ou 
— u Aa (9 — ne + de) 


avec 1, dès que |Aa|+|Ab| est assez petit, < positif étant 
donné. La discussion faite plus haut recommence, wu remplaçant 
OF 


Ici encore, d'(a+ 0) est le rang des éléments initiaux de H(a) et 

v'(a —o) le rang des éléments terminaux de H(a). ou bien c'est 

l'inverse selon que, la région X(a) vide de points de H étant iden- 

tique à S[a, Y(a)], la région S(a, 6) croit ou décroit quand b croit. 
Enfin, si l'équation de C(a, 4) est mise sous la forme 


sx + Ty —3 (0; a; 0), 
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ona en a 
A A 
7 (5a 9a) 
(9, 3) t fare Oz dE \° 
| tage 


R(w) +1I5(w) désignant selon usage le nombre complexe w. 
Supposons que la courbe C(8, b) soit de la forme z =e” [(w, b). 
Alors 


Os __ 9 8 Oz __ i 03 49 % 
Je du! D 2 ENTER op 
24 ESS) 
Bd CRE. 
FAR) mnt os Porn aide PR Hp rm (Eos) , 
do 0 ‘du do db do 1 [y 
© Ldw db 


Le rang q est indépendant de 6 sur la courbe C(8, b). Pour une même 
valeur de w, il ne dépend que de 6. 


Applications du principe géométrique. 


11. Indiquons à quels exemples de courbes et de quelle manière 
nous appliquerons le principe géométrique. 

Comme famille à deux paramètres considérons les droites du 
plan D(0, b) d'équations 


F(2,9,0,b) = x cosû + y sing — b—0 ou 3=r+iy =(b + it) ei, 


Létant un nombre réel quelconque. 

Nous pouvons appliquer nos résultats généraux, D et D’ étant 
les plans complets des (0,6) et des (x, y), diminués de leurs points à 
l'infini. 

Soit A’ ou A’(0) la droite indéfinie s — re, r étant réel quelconque. 
Si nous prenons A’ pour axe des abscisses et D(0, 6) d’argu- 
ment 0+ ; comme axe des ordonnées, t sera l’ordonnée du 
point s = x + zy situé sur D(6,b). 

La région positive S(0, 6), ou F > o, de la droite D(4, b), contenant 
les points de A’ correspondant à 7= + x, donc la région négative 
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de D(6, 5) par rapport aux ¢ croissants, cette région S(0, 6) décroit 
quand 6 croit. Le rang sur D(6, b) du point z =e® €, avec = 6 + wt, 


est, 
596\.. (06 06 \ 
—a(@%) (9 )=¢ 


Les hypotheses du cas général sont vérifiées a distance finie (9, 1°). 
Aussi, H étant un ensemble fermé (borné) donné, soit 6 = p(0) le 
minimum des valeurs de 6 telles que l’ensemble H n’ait aucun point 
dans la région positive de la droite D(6, 6). La droite A(@) d’équation 

æ cos + y sinf — p(0) — 0, 


contient un ensemble H(0) appartenant à H, tandis que tous les autres 
points de H sont dans la région négative de A(0). La théorie générale 
nous apprend que : ; 

1° p’(0+ 0) et p’(0 — o) existent quel que soit 0; 

2° p'(6 + 0) est l’ordonnée maximum À:(0), p’(4 — o) est l’ordon- 
née minimum A, (0) des points de H(8), ces ordonnées étant comptées 
suivant A(06). 

3° Les points de H(0) ainsi définis sans ambiguité par ces deux 
nombres p'(0 + 0) et p'(6 -- o) sont respectivement les points limites 
uniques de l'intersection de A(0 + A8) avec A(B), et les positions 
limites uniques des points de H( + 9), quand A8 tend vers o, respec- 
tivement par valeurs positives et par valeurs négatives. 

4° Non seulement p(0) est continu, mais p'(6) (avec sa double 
détermination éventuelle) possède, en chaque point la continuité uni- 
latérale; p'(0 + 0) — p'(8 —o) est toujours positif ou nul. 

Toutes ces propriétés se vérifient géométriquement avec une grande 
facilité. 

Si l’on trace sur chaque droite A(6) le segment o(4) (généralement 
réduit à un point) joignant les points extrêmes de H(9), l'ensemble 
des 3(0) est la frontière V(H) de ce que j'ai appelé la borne convexe 
de H('}, soit B,(H). Les extrémités des segments (0) (confondues 


aies a ES RE IR SRE | RER ae a er 

(1) La borne convexe d’un ensemble borné plan et non linéaire E est l’ensemble des 
points æ = Ait + Bash zs the F = hit yet kaYa+ kr, avec kj >o 
et Bk;=1 les (a, ri) étant quatre points distincts quelconques appartenant à E, trois a 
trois non alignés, tout au moins si E contient au moins quatre tels points. Sinon, on 
annulera le coefficient ky. 
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sauf pour une infinité dénombrable de valeurs de 0) seront appelées 
les points principaux de V(H). 

. Soit C= 9e} un point principal zsolé. Ce point est l'extrémité com- 
mune de deux segments appartenant à V(H) et qui, dirigés à partir de ¢, 
ont pour arguments respectifs, 9, — = 0, — *, avec0,< 0,< 0, +7. 


Alors pour 9,<0<0,, la droite A(®) passe par ¢ et par suite 
p(0)= 9 cos(8 — ÿ). On vérifie que le point e*[p(%) + :p'(0)], carac- 
téristique de la droite A(8) ne cesse pas, pour 9,< 4< 9,, de coin- 
cider avec €. 

Nous allons retrouver les points principaux par une autre voie. 


12. Considérons comme seconde famille de contours à deux para- 
mètres vérifiant les hypothèses de l’énoncé, les cercles ayant leurs 
centres sur une droite donnée, que nous prenons pour axe des æ. 

Soient — À l'abscisse du centre, R le rayon d’un tel cercle C(A, R). 
Considérons la région infinie S(h, R) de ce cercle. Elle décroit 
quand R croît. Nous sommes dans le cas d'application de la théorie 
générale. Le cercle a pour équation 


æ+iy=s:=—-h+Rer" (—r<w£<T); 
ont UE iw Os, 7 P Os _ HO) 
Yee ak! ong Er ST ES 
03 03 _ cided Os. 03 . 
an kee 5 Io OR 


Le rang g(w, h, R) est done cosw, indépendamment de het de R. 
A une valeur de q correspondent deux points conjugués d'arguments w 
et —o, sauf pour g=—1, w —=—+ 7, définissant un point initial 
unique, ou pour g—1, » — 0, définissant un point terminal unique. 

Donc, si l'(A) est le cercle de centre — h et de rayon R(A) tel que 
l’ensemble H n’a pas de point dans la région infinie Z(A) de T'(A), 
tandis qu'il possède au moins un point et généralement un 


ensemble H(A) sur (A), a 


l’autre. [ls valent respectivement le maximum et le minimum de cos w 
sur H(A). C'est le théorème de M. Mandelbrojt. 
Si les arguments extrémes des points de H(A) sur T(k) sont respec- 


dR : 
(A+ 0) et 77 (h—o) existent l’un et 
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tivement w, pour le plus petit en valeur absolue, w, pour le plus grand, 


dR 
(5) . ay fe tO} — cou, D (h — 0) = cos. 


12 b. Étudions la variation de R(h) avec A. Bornons-nous au cas 
deh>o. 
Deux cercles ['(h) et P(A’) ont, nous l'avons vu, toujours au moins 
un point commun. Donc, si oSh'< fh, 
—(h—h')SR(h) — R(R)Sh — R'ER(R) + R(R). 


En particulier, faisant h’= 0 et posant R(o) = Ro, 
—hsR(h) —R, She R(h) +R, 
ou 
DD RO Rih) HhSRe Let RD ALR, (A> 9). 

1° La condition R(h) = R,+ A, vérifiée pour une valeur de h( > 0) 
entraine que ['(h) et l'(o) sont tangents au point R,, 2(A) conte- 
nant X(o). Elle est nécessaire et suffisante pour que H renferme le 
point Ry. R, est alors le seul point de H(h), quel que soit h > o. Cette 
condition équivaut à R'(+ 0) =1. 

2° Sio<h< R,, la condition R(h) =R,— À entraine que (Ah) 
et T(o) sont tangents, E(o) contenant Z(h). Elle est nécessaire et 
suffisante pour que H renferme le point —R,. Vérifiée pour une 
valeur de elle l’est aussi pour toutes les valeurs de l'intervalle (o, Ry): 
Cette condition équivaut à R'(0) = —1. 

3° Si h> Ry, la condition R(h) = h— Ry entraine que H est formé 
du seul point — Ro, seul point commun a X(0) eta L(A), qui l’un et 
l’autre renferment H. Vérifiée pour une valeur de h, elle l'est pour 
toutes les valeurs du champ À > R,. Elle équivaut à 


lim[ R(h) —h]=— ky. 
hn 


L’inégalité fermée (h'< h) 
R(hA)—R(R)Sh—R", ou R(h)—R<SR(k) —h", 
montre que R(h) — A ne saurait croitre quand A croit. Ce nombre étant 
borné, soit u., sa limite pour h infiniment grand. Ona — R,£ thy Ro. 
On n'aurait p, = R, que si constamment 
R(h)=h+R,, pour h >, 
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le point R, étant alors sur H. On n’a p, = — R, que si — R, est le seul 
point dont H est constitué et alors R(h) =|h/ — R, |, R= h—R,, 
dès que h2 Ry. 


En dehors de ces cas, , est sur l'intervalle (— Ry, Ry). p, est le 
nombre que nous avons appelé p(o) abscisse de la droite A(o) vers 
laquelle tend le cercle (A) quand / croît indéfiniment. Posons 


R(h) =h+p(o) + u(h). 


u(h) tend vers o sans jamais croître. Si, pour une valeur A’ de A on 
trouve u(h’) = 0, le point p(o) est sur H et sur ['(A’), et il est le seul 
point de H(A), avec 

R(h)=h+ p(o), pour h>h’. 


Soit 5 =a. Le cercle C[h, h+ p(o)+u] dépend de a et de u. 
Pour A donné, R=h-+ p(o)+ wu et u varient dans le même sens. 
Donc la région S(h, R) est décroissante en u. Quand a tend vers o, il 
en est de même de u(h). II est aisé de voir que l’équation de C(A, R) 
a ses termes dérivables en a et u pour a=u=o, de façon que la 
théorie générale s’applique en ce point (9, 1°). L’équation de C(A, R) 
se met sous la forme 

(w+ h)?4-y*=|[h+ p(o)+u | 
ou 
a+ yi—([p(o)+uf __ 
2h é 


F(z, y, a, u)=x— p(o) — u + La+...—o, 


T—p(0o)—u+ 


en négligeant les termes du second degré en a et u. 
Le rang q est 

oF dF 7 

da du 2 


Donc u'(o) existe et si u(h) = = [vit e(a)], e(a) tendant vers o 
avec a, 4, est le maximum de y* sur A(o). D'après le résultat obtenu 
plus haut, 4, est le plus grand des deux nombres (éventuellement 
confondus) p'?(+ 0) et p’?(— 0). 


3. Si au lieu de la famille C(A, R) des cercles que nous avons con- 


4 4 ae 
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sidérés, ayant leurs centres sur l’axe réel, nous prenions les cercles 
ayant Hors centres sur l’axe indéfini d’argument 6, cercles be h, R) 


d’équation 
s—e(_ A+ Re) ([o IST), 


nous trouverions que, S(@, A, R) étant la région infinie de C(@, À, R) 
et R(0, h) désignant le rayon du cercle ['(0, A) contenant une 
partie H(0, A) de H, tandis que H n’a aucun point dans la région 
infinie Z(0, À) de (6, A), 

> AR(G, h+0) 4 AR(G. À — 0) 

Oh . oh 

cosinus du minimum et du maximum de |w/ sur H(9, A). 
B(9) + e'(h) lime!(h) =0 ] 


2h A=0 


existent et sont respectivement les 


FANS KEG, A) She poy + 


4,(0) étant le plus grand des nombres p’?(9 + 0) et p'?(0 — o). 


Le dernier terme de R(6, h) décroit toujours, à moins que pour une 
certaine valeur de À et toutes les suivantes ».,(9) = ¢’(h) = o. Ce der- 
nier cas se présente si la frontière V(H) de la borne convexe B,(H) 
admet en un point principal une normale passant par l’origine [toute 
droite rencontrant V(H) en un seul point étant regardée comme tan- 
gente à V(H) |. 

La distance d’un point quelconque de A(0) à l'origine étant 
p?()-+ y?, si y? est l’ordonnée de ce point par rapport à l’axe A’(4), 
d’équation 3 = re”, on a toujours 


AP p°{9) + (9) =p? (9) + pp? (9 £0) SRG. 


Observons que tout point de H situé sur une circonférence (9, k) 
[en particulier tout point de H(o) ] est un point principal de V(H). Mais 
certains points principaux de V(H) ne sont. sur aucune circon- 
férence I'(0, A). Cependant, la connaissance de la fonction R(0,h), 


par l’opération 
pia) lim [ RS, 2) — h |. 
duos: 


fournit les points e”[p(9) + ip (4—o)] et e” [p(O)+ p(0+0)| 
extrémités du segment o(9) pour toutes les valeurs de 9. On a ainsi tous 
les points principaux de la frontière V(H) de B,(H). 
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L'extérieur de la borne convexe B,(H) est identique à l’ensemble 
des régions S(8, 4, R) ne contenant aucun point de H. Si, en effet, M 
est un point de ce dernier ensemble, par hypothèse M est dans une 
région S(0, À, R). Par M menons la perpendiculaire au segment 
joignant M au centre — he" du cercle C(0, A, R). Il est évident que 
cette droite est totalement extérieure à la borne convexe B,(H). Réci- 
proquement, par un point M' extérieur à cette borne passe une droite 
indéfinie située à distance positive de B,(H), et l’on peut évidem- 
ment construire une circonférence séparant cette droite et B,(H), 
B, (H) étant dans la région finie de ce cercle. 


14. Inversion. — Si nous prenons l’inverse géométrique de la figure 
par rapport à l’origine, avec une certaine puissance, 1 par exemple, 
l’ensemble H devient un ensemble H’ fermé (sur la sphère de Riemann). 
Les cercles C(0, A, R) deviennent des cercles C’(4,., R) de la forme 


- 


ei 
—h-+ Re” 


(—TSwSr). 

(0, h) devient un cercle (8, A) dont l’une des régions £’ contient 
l’origine et est vide de points de H, tandis que [”(6, 2) en renferme au 
moins un. La réunion des régions Z’ est identique à celle des 
régions s(0) de circonférences 2(0) passant par l’origine et contenant 
au moins un point de H’, tandis que s(0) n’en renferme aucun point. 
La frontière de la région ainsi obtenue est l'inverse géométrique V! 
de V(H). Les segments o(4) sont remplacés par des arcs de circonfé- 
rences 4(0). Les points de H’ appartenant à l’arc-intervalle o/(8) ne 
sont décelés en aucune façon par la fonction R(0, À), d'où peuvent se 
déduire au contraire tous les points principaux dé V’, inverses des 
points principaux de V. 


15. Considérons plus particulièrement la détermination au moyen 
de R(, 2) des points de la partie H(o) ou H, de H située sur l'(o). 
se (9, + 0)=cos(9—9), 9 étant l'argument du point de H, le plus 
voisin du point R,e”. La considération de ces dérivées pour h = 0 va 
nous permettre d’obtenir une condition nécessaire et suffisante pour 
que H, se réduise a un point unique. 


19 
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0 étant un nombre réel quelconque, posons 


9, 6,.—==-6+ aa glareg as 


et soit I, le point Roe™ (fig. 4). 


Considérons la somme 


0 0 0 
— 450 = 4. 
S3(9) = oF RC re pee OF A gg AUS Oe 


S, (6) admet la période > 
S’il n’existe dans H, qu'un point singulier [= Re”, 


S,(9) =X cos(#,—Y) =0 (Ée=n2590 


quel que soit 6. 
Je dis que si la condition S,(6) =o est vérifiée pour une valeur 


particulière de 0, H, ne contient qu'un seul point et dès lors S,(8’) =o 
quel que soit 0’. Soit, en effet, 5 un point de H,. S’il en existe un 
second C’—R,e’*, distinct du premier, chacun des trois termes 
RC, + o) de S,(8) vaut au moins cos(9,— 9), donc S;,(0)20o. 
Pour avoir S,(0)—o, il faut que cos(9,— 9')Scos(4.— +?) pour 
HT 25 

Soit I, le point de C, diamétralement opposé à I; L’hexagone 
LI, LILI, est régulier convexe. Soit ©, le symétrique de © par rap- 
port au diamètre I,.1,. D’après cos(0; — 9')<cos(0,— 9), l'est étranger 
à l’arc-intervalle ¢1,¢, et contenu dans l’arc-segment RTE 
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Quitte à augmenter 4 d’un multiple de a ce qui ne change pas 
S,(0), on peut supposer 0,<9<6,. € est sur l’arc-segment [, 1,1). 


Celui-ci contient done l’arc-segment CI',C,, donc aussi €’. Mais ¢’ est 
étranger aux arcs-intervalles C1,¢,, I, et il est distinct de C. Il est 
donc étranger à l’arc-segment I, CI, ou [,1,L. Il y a contradiction. 
Donc © n’existe pas. 

Un raisonnement analogue montre que, si 


Ou=0+ 2  (r28;1SkÈr), 


la condition $-(0) =F ARO +0o)=o0 est nécessaire et suffi- 
k 


sante pour que H, se compose d’un seul point. 
Si 


an oR À 

oh 2 + o)+ F (9, —o)=0o 
pour une valeur de 9, H, se compose de deux points au plus, symé- 
triques par rapport au diamètre A’ d’argument 9. 


16. Nous trouverons plus loin un autre exemple de courbes 
C(9, x, R) a trois paramètres, R étant encore un paramètre de dilata- 
tion, en ce sens que la région S(0, «, R) est constamment croissante 
(ou toujours décroissante) avec R. 

Si nous donnons à l’un des deux nombres 0 ou « une valeur fixe, et 
si nous faisons varier l’autre, nous obtenons une courbe à deux para- 
mètres, R étant toujours de dilatation. Il en est de même si, entre 0 et 
a nous établissons une relation, 0 et « devenant fonctions d’un même 
paramètre a par rapport auquel ils ont des dérivées continues. 


Supposons, par exemple, 
di do 


= = da; 
cosy Sin y 


y étant fonction continue de «. A chacun de ces cas correspond pour 
un point variable de C(6, x, R) un rang variable sur cette courbe. Car, 
5(8, a, R), où a est donné, est croissant en R. Quel que soit le mode de 
représentation de C, savoir F(a, y,6,a, R)— o ous =3(w,9,a, R), 


rr 
o- 
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il est visible que, si q, est le rang d’un point pour 0 constant, « et R 
variables associés, g, le rang pour « constant, 0 et R variables associés, 
q = q, cosy + q, sinv est le rang pour a et R variables associés. q est 
une fonction de w, a, R. Sur une courbe C(a, R) identique à C(6, a, R), 


- figurant dans q, et g, varie seul, a et R ont des valeurs déterminées. 


Mais, S(0, «, R) étant croissant avec R, il existe pour chaque sys- 
tème de valeurs 4, « une valeur de R et une seule R= (6,<) telle 
que C[6, «, L(0, «)] = T(8, «) contient une partie H(4, «) de H, tandis 
que S[9, x, (8, «)] = 2(0, «) est vide de points de H. Il est évident 
que, si, x ont des valeurs données 4), a, quelle que soit la facon 
dont on associe leur variation en fonction de a, avec les conditions 
0(a,) = 4%, «(a,) =, la valeur R=(a,) de la théorie générale 
(R pour b) sera toujours égale à Y(4,, a, ). Il suit de là que, quel que 
soit v fonction continue de a, la fonction |(9,«)=p(a) a par 
rapport à a une dérivée p'(a + 0) et une dérivée p'(a —o), égales au 
minimum et au maximum respectivement (S croissant avec R) de 
g= 4, cosy + q,sinv sur H(6,«). On peut se borner à considérer 
p'(a+o), en remarquant que p'(a —o) est donné alors par le chan- 
gement de ven v-+ 7. Donc 


d ; VS ; 
(15) Fae ee a + 7 SiN Y),;—;9—= MIN (g, COSY + qs SINV) 
f 
[æ, y sur H(4, a)|. 


Bien entendu, éette formule ne signifie nullement que le premier 
membre soit de la forme A(0, «) cosy + B(6, «) siny, comme ce serait 


le cas si ey et YY valaient bilatéralement et étaient continues au point 


(0, x). Ceci ne se présente que si H(6, x) se réduit à un point ('). 
Pour chaque valeur de » on obtient le point initial ou le point 

terminal de H(9,~) (point qui peut ne pas être unique sur cet 

ensemble) et en méme temps tous les conjugués de ce point sur 


(1) Il serait intéressant d'étudier les fonctions u(.r,y) possédant sur chaque courbe 
u(x’, y’)— u(x, 7) 
(quand 2’, y’ tend vers .r, y). On voit aisément que, si z’= 7+ 7 cosy, y= y+ sin”, 
il faut et il suffit que u(a + n cosy, y+ nsinv) ait une dérivée droite par rapport a 7 

au point n = 0, cette dérivée w(x, y, v) variant continiment avee v. 


admettant une tangente continue au point (x, 7), une dérivée lim 
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T'(6, x), ces conjugués étant relatifs à l’ordination définie par l'angle v. 
Mais, on conçoit qu’en faisant varier v on puisse d’une part éliminer 
tout au moins une fraction importante de H(6,«), d’autre part éli- 
miner les conjugués parasites. À priori, si g, et g, sont dérivables enw, 
on peut en tout point de H(6, «) défini par un argument w, en prenant 


1? e 1 Jo hd 4 à L 
pour y le nombre défini par cosy + >= siny =o, faire qu’en ce 
point le rang q soit stationnaire. Il n’est cependant pas sûr que ce 


rang sera maximum ou minimum absolu sur H(6, «), donc qu'il sera 
égal à une valeur de (+ 0). | 

Par exemple, soit 3 = e°(— h+ Re“) le cercle C(6, A, R), R étant 
le paramètre de dilatation, À et 0 deux autres paramètres, et S(4, A, R) 
étant la région infinie de C. On a 


Oz __ :p 16+0) Os __ —_— sa OF __ 1640) 
oe , 9 = 5 ap eens ad À 
ee eee id nt aoe ee ae 
ME D = (— he+ R), i= 55 FA Re a Oe on = ‘À 
J(w,) =— hRsino, JI(w.) =— Reosw, J(ws) =R. 


D'où g,=hsinw, g,—cosw. Si les accroissements donnés à 0 et À 
sont n siny et 1h cosy, le rang q relatif aux variables y, R est 
7=QSinv + gq,h cosy =h cos(w — v). 

Donc x; v(9+ysinv, h+hy cos Vh:=+o est le maximum de 
A cos(w — y) sur H(8, x). Il correspond au minimum de | — v| si ce 
dernier reste au plus égal à x. 

En faisant varier y, on est sûr d'obtenir ici tous les points de H(6, «) 
et l’on éliminera sans peine leurs conjugués variables avec v. 


II. — Détermination des points singuliers d’une fonction analytique 
donnée par un de ses éléments. 


17. Soient 
(1) Sols) SG, a, eae EY (s1< pe) 
Ro 
‘ , an ay Un 
Va) Bie 9 Here Gr cer vais Le. (131< Ry) 


deux éléments de fonctions analytiques en relation mutuelle évidente. 
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Le probléme de la détermination des points singuliers des fonctions 
analytiques engendrées par ces deux éléments est manifestement le 
méme pour les deux fonctions. 


Soient IY, et IT, les cercles de convergence respectifs des deux 
séries (1) et (2); Z, la région finie de I’, soit |z|< Se >, la région 
infinie de T,, soit |z| > R,. | 

Nous envisagerons le prolongement de g,(z) (ou solidairement 
celui de f,) dans des régions Q engendrées comme sommes de 


_ régions S à connexion simple et vérifiant les conditions suivantes : 


1° Chaque région S contient : le point à l'infini pour Q, l'origine 
pour Q’. 

2° Il existe une fonction g,(z,S) [f,(z, S)] définie et homorphe 
dans S et coincidant avec g, (avec /,) dans la partie commune aS et a 
(az) 

3° Deux régions quelconques S,, S; différentes forment ensemble 
une région à connexion simple (leur partie commune forme une région 
unique). Cette condition sera en particulier vérifiée si les S sont 
convexes. 


De cette manière, si S, et S, sont deux régions différentes, il est 
visible que g,(3,S,) et g,(z.S.) sont identiques dans la partie 
commune à S, et à S:. Donc la fonction g,(3) coincidant en tout 
point z donné de Q avec g,(3, S) dans toute région S contenant ce 
point z, cette fonction g,(z) est uniforme et homolorphe dans Q. 

Les mêmes considérations valent pour la fonction f,(z) définie 


dans le domaine Q inverse complexe (2 as :) de Q. 

Siune fonction analytique 9(z) est définie et homolorphe dans un 
ensemble ouvert Q limité par une courbe de Jordan V, nous dirons 
que p(z) admet un point € de V pour point singulier si, (3€) étant 
dans Q un arc-intervalle de Jordan (ensemble ne contenant niC ni z, et 
qui, accru de ces deux points, devient homéomorphe a un segment 
de droite), le rayon de convergence de la série de Taylor de 9(z) au 
point a de (2,¢) tend vers o quand a tend vers €. pie 

Nous désignons par H,(H,) l’ensemble des points singuliers de 


 go(3) [ fo(2)]- Ils sont sur I, (sur I’,). 


19% 
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18. Considérons d’abord comme région variable S la région infinie 
S(0, À, R) d’une circonférence C(8, A, R) d’équation 3 — e"(— h+ Re”) 
telle que dans S existe une fonction holomorphe g,(3,S) coincidant 
avec g, dans la partie commune à S et à Z,. À, est évidemment une 
des régions S. La réunion de tous les S forme une région Q où est 
définie et holomorphe une fonction g,(z) coincidant avec g,(3) 
dans X,. Selon un raisonnement fait plus haut, la région Q est la 
région infinie limitée par une courbe convexe V (exceptionnellement 
réduite à un segment de droite ou même à un point). Évidemment V 
est dans la région finie de l,, accrue de I’, lui-même. Nous qualifions 
encore de principaux les points de V par où passe une droite A indé- 
finie dans les deux sens, non traversée par V et n’ayant en commun 
avec V que € ou des points situés tous du même côté de ¢ sur A. Alors 
tout point principal de ¢ de V est singulier pour g,(3). Sinon il est 
visible que Q devrait contenir ©. 

Si H, est l’ensemble des points singuliers de g,, H, est formé de 
tous les points principaux € de V et en outre éventuellement de points 
« secondaires » situés sur les intervalles o(4) appartenant a V et le 
long desquels la normale extérieure à V fait avec l’axe réel l’angle 0. 

Tous les points singuliers de g,, formant H,, appartiennent à H, et 
sont principaux pour H,. Et de même, tous les points de H, situés sur 
une circonférence l'(6, A) de centre -- u —— he” et de rayon R(6,h), 
telle que g,() soit holomorphe dans la région infinie 2(0, h) de T'(6, h) 
et non pas sur 2 + I’, sont principaux pour H,. En ces points le carac- 
tère de convexité du contour V s’accroit de l’existence d’une plus 
petite courbure non nulle. 

Deux solutions existent pour la détermination des points principaux 
de H,. Celle de M. Polya (1) et celle de M. Mandelbrojt. A vrai dire 
celle-ci ne fournit pas les points de H, où la plus petite courbure de V 
est nulle, donc les points qui, appartenant toujours à une droite A(0) 
comme points uniques ou extrèmes communs à V et à A(0), ne sont 
cependant sur aucun cercle (6,2). Pour ces derniers points, il fau- 
drait ajouter à la famille des cercles T(6, 2) la famille des droites A(0) 
et appliquer à celles-ci le principe géométrique établi plus haut. 


19. M. Polya considère la fonction entière de M. Borel, associée 
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à §o(3) 

(3) F(p) =a, + ae +...+ Stony... 

Il définit p(0) comme la plus grande limite de ; log|F(Ae~”)| quand 
À réel positif croit indéfiniment. 

Les points Re de H, sont ceux pour lesquels p(w)—R,. En ces 
points p’(m)—o. Les points de H, situés sur (0, À), soit e°(—h+ Re), 
sont donnés parles valeurs de w, telles que la droite A(8 + w) soit 
tangente aT’. Ce sont les solutions de l’équation en w : 


(16) h cosw + p(9+)=R(9,h). 


Sauf au point de contact de A(6 + w) avec I, la totalité d’une telle 
droite est dans la région infinie de F(0,h) tandis que V est dans la 
région finie de l(6,h}) ou sur cette circonférence. Donc, la droite 
A(9 + w) contenant un point de H,, celui-ci est unique, et c'est le 
point de contact, soit e°*%[p(4+ w) + 1p'(8 + w)]. p'(0 + w) existe, 
est bilatéral et vaut -Asinw. 

La solution de M. Mandelbrojt permet de résoudre l’équation (16). 
M. Mandelbrojt calcule par une formule simple R(6,2)=—R(u). 
Ensuite, n étant positif, la dérivée i R(u-+ ye”) pour n —=0 est le 
nombre cos, tel que g,(z) soit homolorphe sur l’are de (9, /) 
limité aux rayons extrêmes d’argument »— 4, v+d, tandis que 
l’une au moins des extrémités de l'arc est singulière pour g:. 
Excluons de I'(6, 2) cet arc-intervalle. Si » prend un ensemble de 
valeurs partout dense, tout point d’holomorphie de g, sur F(8,k) est 
sur un arc exclu. L'ensemble H,(0, 2) commun à H, et à (6,2), 
correspondant à l’ensemble des solutions de l'équation (16), est 
l’ensemble commun aux arcs non exclus. Il est donc obtenu par 
une suite dénombrable d'opérations, étant donné l(6, A). La méthode 
de M. Mandelbrojt permet de résoudre l'équation (16) posée par les 
résultats de M. Polya. 

Exposons la méthode de M. Mandelbrojt et montrons comment elle 
fournit le théorème de M. Polya. 


20. Tout au moins dans la région des points 3 vérifiant les condi- 
Ann. Ec. Norm, (3), LV. — Fasc. 4. 07 
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tions 
|jstu|>h+R, (u = he), 


on a les égalités 


mn pe 


Am u pee" Am cP uP 
Sie: aa 7 uy (: — teas - = — mtd (s+u)™ Lu ye À M+p—A G@+uy er uy 
À (u) 
(17) (3) aie 


avec 


(18): = a, Ones (U) = au" + Chagu™' +... Ch apy, UP +... + Ans 
R(u) ou R(8, A) est le rayon de convergence de la série (17). Done 


(19) R(w) = R(9, A) Shim V/ | Ona (22) |- 


me s+u\* - ete : ARRET TT : 
Choisissant pour ( - ) la détermination égale à 1 à l'infini, on | 


aurait encore dans la région |z-+ u| >R,+A, 


msn 


+ Am 
(20) (£ =) &o(s ) Sale a), NES 


m= 


men 


a Seman Am ab 4 a) d,(u, a) 
(s+ u)™ ere ry (s+u)" 
0 


m= 


avec d,(u, %)=a,, 
(21) dun, a) = Crau. où. HO Op UP +. sb Ans) 
en posant, pour p entier positif, et quel que soit x : 


æ(æ—1)...(T—p+i) T(x +1) 
CHR —TpHOl(æ-pErn) 


la seconde expression ayant un sens, quels que soient x et p, en sup- 
posant toutefois x non entier négatif, non plus que p, ni 2 — p. 
Le rayon de convergence de la dernière série est 


(22) R, (uw) = R,(6, A) = lim "V [di (u, œ)|. 


ioe 
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M. Mandelbrojt a considéré R,(9,A) pour les valeurs infiniment 
petites de À. Il a montré, comme nous l’avons exposé plus haut, que la 
dérivée de R(0, A) par rapport à À supposé infiniment petit donne les 
points de H,. Pareillement, la dérivée de R(w) en un point quel- 
conque, prise radialement, donne les points de H,(0,h). 

Mais en considérant au contraire les valeurs infiniment grandes 
de À, les propriétés établies pour R(4,/) conduisent aisément à la 
théorie de M. Polya. C’est ce que nous allons établir. 


20 bis. Les nombres à,,,(u) ou 0,:,(0, 2) nous donnent R(0, h). 
p(9) est défini comme la limite de R(8, 4) — A pour k infini. La réunion 
des segments 5(0) d’équation e”[p(0) + it], p'(9 —0)StSp'(9+ 0) 
forment un contour V convexe dont les points principaux sont singu- 
liers pour g,(z). Au surplus 


Bee. lime(h) =o 


R(4,h)=h+p(6) + FT ss 


(6) étant le plus grand des nombres p'?(0+o) et p'?(ô— 0). Plus 
précisément, quel que soit À : 

(23) [A+ p(9)P+ p(9)S REG, h) 

et, si e positif est indépendant de À, l’inégalité 

(23 bis) R°(9,h)<[h+p(9)P+p(8)+e [k>Ah(e)] 


a lieu à partir d’une valeur h,(e) de.h. 
21. Il faut montrer que si, pour chaque valeur de 9, nous posons 
(24) g (9) = Tim = log|F(Re#)|, 


p(®) et g(0) sont égaux quel que soit 0. 
Soit V(<) la courbe parallèle à V, extérieurement et à la distance <. 


V(e) est l'enveloppe de la droite : 


æcos0 + ysinf=p(9)+6é ou sae tty = [p(8)+e+ it], 


V(e) est donc la courbe 


5s e/ p(0) +e+ it] avec p’(9 —o)StSp'(9 +0), 
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V(£) est convexe et intérieur au cercle |z|< Ro+<. La longueur de 
V(e) est inférieure à 27(R,+ €). 

Soit Q(e) la région infinie de V(e). Dans Q(e) et sur V(e), 
g.(s)est holomorphe. Soit M,(e) le maximum de son module sur V(é). 
Soit —u——he un point quelconque du plan et G le cercle de 
centre — u et de rayon h+ p(0) + 2¢. 

Le cercle G passe par le point e®[p() + 2¢], et quand A croit indé- 
finiment, il tend vers la droite s = e”[p(9) + 2e + it]. Quand h est 
suffisamment grand, ce cercle contient dans sa région finie la totalité 
de V(c). Ceci aura lieu pour 


R 
h>h(e)rw 4 


h(e) étant indépendant de 9. Et dès lors la totalité de V(<) est à une 
distance de — u inférieure à À + p(6) + 2¢, rayon de G; g,(s)(s + u)" 
étant holomorphe dans Q(¢), ona 


nt f 81(5)(s+u)" ds, 


20T Vie) 
| Onas(he) |< My(e)(Ryo+e)[A+p(9)+22]!"  [h>hy(s)]. 
Pour simplifier les notations 
(25) | Bre. (he) |< M(e)[k + p(8) +e |" l(h>h(e)], 


M(c) étant indépendant de n, de 0 et deh > A(e). 
En divisant les deux membres de (25) par hk", on a 


<M(e)fr+ LE 


as. à al a 
a+. Ci F ef ae. oie CP DITES + rps Gin 
t 


quels que soient 9, neth>A(e). 
Remplacons C? par n° (i x) (1 (ES el soit À un 


nr 
nombre positif quelconque. Supposons que / et n croissent indéfini- 
ment de facon que = tende vers À. étant équivalent as finit par sur- 


passer A(z). Donc à la limite, 
| F(he-®) | < M(e) eXil+s 


quel que soit 72, M(e) étant indépendant de 4 et de A. 
Done q(9)<p(4). 


rep 
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22. Réciproquement, soit à montrer p(0)<gq(0). 
Nous supposons donnée la fonction F(v) = 2 S46", la suite des 


coefficients a,, a, ...,a,.... vérifiant la condition 
Mau M,(e)(R+e)", 


M, (£) étant indépendant de n20. 
On conclut immédiatement de là 


F (Le) | < Mie) ets, 


quels que soient À et 0. Donc g(8)£R, quel que soit 0. 

Considérons la fonction paire entière F(¢) F(— +) = Q(¢?) don- 
nant lieu à log|Q(u)|< 2(Ro + e)V|u|+ 2logM(e). Si l'on range 
les zéros de Q(u) par modules croissants, le n° module surpasse kn” 
(k indépendant de n). On en conclut log |Q(u) | >— eV [u| sur une 
infinité de cercles ayant leurs centres à l’origine (') et croissant indé- 
finiment. Par suite F(v) F(—v) > ee" dans les mêmes conditions. 
On en conclut g(0) + g(8 + )20, d'où q(9)2— Ry, quel que soit 0. 
Il existe donc toujours un angle p=9¢(4) tel que |7(%) = R, cos 9. 
SoitoS ost. 

Pour faire un raisonnement convenant au cas où g(0)<o, il y a 
avantage à considérer 9’ = ?/(0, e) défini par 

q(9) +e—=(Ry+ ¢) cosg’. 


On ne peut pas avoir 9’=7. Nous supposons done o0S9'<t. 
log |F(Ae”) | —A(R, + ¢) cosy! tend vers — quand A croit indé- 
finiment, 9 étant invariable. - - 

Soit J l’angle décrit par 


s —=}e\w#b si oS@Sq’. 


Soient L et L’les côtés de J définis respectivement par & — 0 et © = que 
La fonction 
K(A,w)=log|F(Aet0+%)] — A(Ry + €) cos( 9’ — ) 


est harmonique en æ, y Si x — À cosw, y=Asinw, sauf aux points 


TCC 


(1) On trouvera une démonstration simple de ce fait dans ma Note aux Comptes 
rendus de l'Académie des Sciences de Paris (t. 193, 1931, p. 828). 
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annulant F(¢) et où elle vaut —oo. Elle tend vers — pour À infini- 
ment grand à la fois sur L(w = 0) et sur L'(w = 9’). L’ouverture de J 
étant inférieure à 7, et | K(A, ) | étant inférieur à 2(R, +) À + const., 
K(A,w) tend uniformément vers — oo dans J (Phragmen et Lindelôf). 
En changeant w en —w, on trouverait le même résultat dans 
l'angle o2w2— 9’. Finalement, on voit que 


log | F(Ae—“+) | —A(R;+Ee)cos(? —|w |): 


tend uniformément vers —x pour À infiniment grand si|w|<o’. De 
là résulte l'inégalité g(9 + w)<R, cos(o —|w|) pour |w|/So. On en 
tire, quel que soit w entre — x et x inclus, 


(26) q(5 + 0) <g(8)+ 2R, sine! sin? <q (6) + 2Ry sin 


|@ | 
2 


Car, pour |w|<9, 


q(9+ 0) — qg(8)<R; cos(p — |w |) — Ry cosy = 2, sin (a sin (9 — Le } 
d’où l'inégalité dans ce premier cas. Si|w|> 9, 


Les sin . 


g(B+w)—g(8)SR(1— cose) = 2R, sin* Ÿ < oR, sin . 


On déduit de là non seulement la continuité de g(6), mais encore 
que, dans tout angle bissecté par 6 — Xe" et d'ouverture suffisam- 
ment petite, log|F(Ae“°*) |— 2[qg(8)+-<] tend vers — pour 
A=. On en conclut l'existence d’un nombre M(£) ne dépendant 
ni de À ni de 0, mais de < seul et tel que 


(27) | F(ve-) |< M(e) eXaii+e) 
quel que soit ¢ = Ae”. 
Ceci posé, soit C un cercle |¢| = À. Ona 


Spe "A F(¢) 
a dv 
P 21H CPS 
et, par suite, 
j F( pon 
> ae I Vv) " 
On+4 (te) = ay: pri be plu? | ‘ 
Le crochet vaut 
pon 


ul pr 
n! >> ‘ 
Pp! 


p=0 
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° . | a PyP ; a. ae 
On peut ajouter à cette somme les termes ja it qui, divisés par "+", 


n+1 


donnent une fonction holomorphe et ne changent pas la valeur de 
l'intégrale. Donc 


à = 

(28) dt) = ef dew av, 
‘4 21 # pari 

Posons ¢ = re“, Alors d’après [F(¢)| << M(e) er 01, | eur) — sheosm 

et l'inégalité (26), 

(29) F(r)e | <M(e) eh A rity Ose) 

avec j 


A de Be 
— 2hsin?—- =R,t—h — 
2 2 


A(o)=— 2h sin? = + q(9+ 0) — g(9) <2R, sin ue 
en posant 
| ® | 


2 


t—=2sin 


oe 
Le maximum de A(w) est inféricur à pal sih> ay 
= ‘ ; R2 
Finalement sig =h+ 9(0)+e+ > 
! 
ni (het)| << M(e) et, 


quel que soit A. 9 étant indépendant de A, le minimum du second 


membre est atteint pour A= =. Donc, d’aprés la formule d’approxi- 
mation de la fonction I’, 
(30) [Baas (u)|<M(@)| he g() be | \2tn, 


; R, 
quels que soient n eth > —- Donc 


R(6,h)S<h+q(6)+e+ a 


et par suite p(0)<q(4). Finalement p(9) = g(0). 
Le théorème de M. Polya est ainsi établi. 


Étude de la suite 6,,,(u) déterminant R(w). 


93. La définition même de R(u)—R(0,h) signifie que, à tout 
nombre positif donné € correspondent : d’une part un nombre 
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N = N(:, u) tel que l'inégalité n > N(é, w) entraine 
(307%) ne (u) | <[R(9,k) +e)", 


d’autre part une suite d’entiers n,(estt)y. ng (Ete) PS ea, 
croissants, tels que pour n = 7n,(¢, u) on ait 


| Onri(u)|>[R(9, kh) —e]". 


Il est intéressant de rechercher si la connaissance des propriétés de 
la fonction entière F(v) permet d'obtenir des indications précises sur 
les fonctions N(e,u) et m(e,u) et de mettre en évidence certains 
caractères d’uniformité dans le lien rattachant au nombre u ces divers 
entiers N(e, uw), m(¢,w). Il est remarquable que cette uniformité se 
manifeste dans le rapport de ces nombres à h=|u|, pour un même 
argument 9 de w. 

1° La fonction p(9) = g(0) étant définie comme la plus grande 
limite pour À infini réel positif, de = log |F(Ae-®) |, nous savons que 
R(u) = R(0,2)2h-+ p(9), tandis que nous connaissons l'existence 
d’un nombre M(e) indépendant de 9 et de À et tel que, pour toute 
valeur de l’entier n, la formule (30) est valable si h > T4 

Soit À > oat Alors 

Ona (ue) |< M(;) | + p(6) + | V2Tn. 
[M(i) Vann | tend vers 1 par valeurs supérieures quand n croit. Il 
existe donc un nombre N(e, k) tel que pour n > N(¢, A), 


1 


[M(j) van | | hp.) + 5 <h+p(5)+e. 


Cette valeur de N est inférieure à celle qui correspond à l'inégalité 


: 2 hy Hei 4 8th... /ée : 
log | M( = )\Vanr oa loo & ne I "i ne 
aa) ea kt IV M(5) |< Horn. 


/ 


Posons : 


nr - 
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_ Telle est une valeur de N(e, A) à partir de laquelle (pour n >N) 
l'inégalité (30 bis) est constamment vérifiée. Cette valeur de N n’est pas 
proportionnelle à A (pour e donné), mais pour A infiniment grand elle 
est de l’ordre de hlogh. ; dt 


2° Nous allons constater que, pour < et 0 donnés, la connaissance 
de la fonction F(¢) sur le rayon v = Ae ou plus précisément dans 
un étroit voisinage de ce rayon va nous fournir des renseignements 
sur les valeurs du rapport de n,(<,u)a’h=|u|, 9 restant invariable. 
Posons 


On+a(U) = uw" An, (u). 
IL existe, d’après la définition de p(0)=4q(9) à partir de F(v), un 
ensemble non borné de nombres positifs À’ pour lesquels 


log |F(X'e#)|> 0/[p(4) — 2] + logM(e). 


Soil A= aa et E(e, 60) ou simplement E(e) l’ensemble 
des NV > X,. Considérons dans E(e) l'ensemble E(e, A) des A’ inférieurs 
à un nombre donné À >> À’. Si n et À croissent indéfiniment de façon 
que _ tende vers A’< A, le rapport de A,,, (he) à F(A’e~) tend uni- 
formément vers 1 sur E(e, A). Désignons par E;(e, A)l’ensemble des À 
de E(e, A) tels que AX’ soit entier. En désignant par hE l’ensemble 
des produits des nombres d’un ensemble E par le nombre 4, il est 
évident que la suite desn=n,(¢, u) pour lesquels [a G@) >[R(u)—e]" 
contient AK, (5 A) et est inclus dans hE, (2¢, A), dès queh>h(<, A), 
ce dernier nombre étant indépendant de h, mais non de 9. Le début 
de la suite n,(£,u) possède donc une allure uniforme, puisque le 
rapport de ces nombres à / tend à être indépendant de h, suppose de 
plus en plus grand. 

Mais si, A restant fixe, n=n,(<,u) croit indéfiniment, on ne voit 
plus immédiatement qu'il puisse exister une relation simple entre 
Anci(u) et FG, as Autrement dit, le lien entre l’ensemble des #’ 
pour les valeurs infiniment grandes de 2’ et la suite des rapports 
me pour les indices # indéfiniment croissants, A restant inva- 


riable, ce lien, s’il existe, n’apparait plus simplement. 
Ann. Ec, Norm., (3), LV, — Fase. 4 38 
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24. Posons 


log | F(het*) | — > logM (2) = p(6) + u(o,h); 


u(w, A) est mis pour u(0,¢,A,@), mais ne dépend de « que par le 
terme soustractif — ~ log M(e). Désignons enfin par m(,h,A,¢) le 


maximum pour |w|<z de hcosw-+u(w, A). Nous avons, quel que 
soit À, 
| 6n43( 2) | 4 M(e) 5 exnb+m, À, A,€ 


Nous savons que 


+e 


u(o,A)<p(9+o)—p(9)+e<2R,sin x 
quel que soit w. Soit w, la valeur de w pour laquelle hcosw + u(w, À) 
atteint son maximum m(@,h,A,<). w, dépend de A, de h, mais non 
pas dee. Ona 
! 
[h + p(§) = 2 M(e) - erly 0)+heosw,+u(,)] 


sin=n,(é, h) et, quel que soit A, pour 9, /, « donnés. 
Faisons 
A= 7 (1+ 8) 


et remplacons n! par la quantité supérieure n"e~" Vaan. 
Alors 


/ os 9 +-cose, | 1 + à 


h Hp (9) <4 6 ne [V2rAM(e)]". 


Divisons par et prenons les logarithmes des deux membres 


(0) — € 
ie +0(j3)<—1— log (1 + 0) 


ER cose, |i +5) +! = log [Vata M (2 |; 


apesas | 9 t O° 
h h? sg 


u(c)s) NT x | » che 
+| i; —asint S!](14-3) + Lloë[ VTT AM (2)] 


Considérons uniquement les n=7n,(¢,w) supérieurs au nombre 


20 
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N(e,u) déterminé plus haut. Le dernier terme de l’inégalité est 


. Q ‘ , 2 , 
inférieur ie Soit ho>< ae, x étant indépendant de € en sorte 


+ mae 
que À est un nombre quelconque de l'intervalle R(1—ay/s) 
u 


at (a I+ a vi jé Supposons que he soit grand. Alors, à une quantité 
près négligeable par rapport à €, 


— (3 + a@)e<u(o,) — 2h sin° =". 
Nous concluons de cette inégalité 


a. u(a,)>—(3+a)e 
b. D'après u(w,) << 2R,sin —— oe 
racine positive de l’équation en : 


l He, 2sin —" est inférieur à la 


eC 
Be mi MMA), 
. “ 
soit 


R, RS h( 
| eee RSVR en 3/4 avec B=V/8 + 2.07, 


si ch est infiniment grand pour ¢ infiniment petit. 
Donc, sensiblement 
nl <A/3 


Nous aboutissons à la conclusion suivante : 


TEE TL), ; 
hee =" a étant grands avec 7 pour que ny(e, u) soit tel que 


N (ew) 
BEN == My, l'inégalité [on..(u)|>[h+p(9)—e]’ soit satisfaite, il 
est nécessaire qu’en posant k,— Lee , À, soit dans l'ensemble E'(e, h) 


des nombres \ vérifiant cette condition (A) : 


Sur chaque arc de cercle || — const., dont le rayon |v| et l'angle au 
centre vérifient les 2 


€ 5 ge € 
(31) —a\/t eT # be = a/5 <arsret< 5/5 


. I ' . r 
le maximum de rey 18 Te) Wie - surpasse pS) —s, a, B étant indé- 
j 
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pendants de & et de h (et de ¢, A’). % peut être choisi quelconque, 
8 en résulte. 

Ainsi, connaissant F(+), puis et < étant donnés (he très grand, 
pour € très petit), l’ensemble des valeurs possibles des rangs 7, peut 
être inclus dans un ensemble de valeurs AA’ se déterminant au moyen 
de l’étude de F(¢) seul.” 

On peut aller plus loin. 


25. Quand A croît indéfiniment, les points de rencontre du cercle 
C(0,h,R) de centre — he, de rayon R—R(8,hA) avec la droite A 
d’équation z= e®[p(0) + ct] tendent vers les points correspondant 
à t— + y, p étant le plus grand des deux nombres p'?(0+ 0) et 
p?(8 — 0). Donc, quel que soit h, 


R(4,h)2V[A + p(9)}*+ p. 
et dès que À est assez grand, 


TR+pOP+u+E | ada 
RC VLR PUR Se etre PRCT a aay 


Donc, pour h assez grand, on a, dès n > N'(e,u), 


taralurl < [2 + p(6) + AE 


D'autre part, il existe une suite d’entiers croissants n,(e,u) tels que 
eg re 
| Ong (ve) | > |" + p(6) + = 
2h 
Caractérisons la suite nj, à partir de la fonction F(+). On a quel 
que soit À et d’après l'inégalité (29) 


[Aes € À. À n+p(8+£ 
| F[Ae—{0+0) | EL: M (j)e [ Aww) + b+ p\ +5 | 


avec 
Nor 
A(o)=— 2h sin? — + p(8+w)—p(8). 
Donc 


: —.,, / n oh end 
NOE HE VarnM (5) (3) ear rit + mb +5] 
1} Ve 


m(9,A, 2) étant le maximum de A(w) pour —r<w<r. 


— 
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Puisque p'(9 + o) et p'(0 — 0) sont en valeur absolue inférieurs ou 
égaux (l'un égal) à Vu, il existe un nombre positif n CN TUE _ 
tel que si |w|<y, il en résulte 


Pp(8+w)—p(9) <o2Vu+esin A 


Donc, pour |w|< 1, 


HE er 
ah 
Pour |w|>y, 
A(a) < — 2h sin? ea + 2R, sin Rs . 
Paha : : A R 
Le second membre atteint son maximum pour 2 sin a = + Done, 


: 3R : Ret he 
si h> ee le maximum de la seconde limitation de A(w) pour 
|w| >. est inférieur à — 2h sin? a + 2R,sin “ < 0. Done 


A(W)< ÈS, 


quel que soit w entre — 7 et +7. Remplacons « par 7: Finalement 


pour 
=—— fee) et n>N'(e, h) 


= ak, 


(5) 
tel que pour 
Ne Fin Le Me LJogy2raM (=) < 
1e, HAS oo og — (ub Pi OgV2TN- iz if 


VE 
on à 
Banal) < [a + pt) + ÈS] pour A>A'(e),  n>N'(eh). 


25 bis. Considérons maintenant une valeur n,(e,u) de n telle que 


ut >/[a+ pty | ’ 


— € |? —— € PLANTES h+pO)+ Aw) + + 
[a+ no) El even) (à) al À 


dou. 
ah 
w, étant la valeur de w rendant maximum 


+: 5 5 
A(w)=— 2h sin* = + u(), 
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si 
u(w)—=u(,e. h, À, w) 
= 5 log | F( (Ae-tètu)) | — à log M( )- p(9)<pl§+ wo) — p(4 +5: 


Supposons n,>N'(e, h) et faisons A= Zz PT Suppo- 


sons h>«~?, en sorte que h-* sera re à ia ; au plus. Prenant 


les logarithmes des deux membres après SALE par (A+p}", et 
négligeant les termes beaucoup plus petits que ;: => nous trouvons 


er Hs PLATE (Sense sin? ©! ie gS lets 
ah(h+p) ~4h* 2 h+p h+p 2 h(h+p) 
Faisons 
| d’ Ve 
LS he 


és : /o¢ 
en sorte que A est un nombre quelconque de l'intervalle? (: — à V . ) 


DU I ! 28 
AM VE E 


Alors 
1° u(o, Youre sare Sa (y=4 + 2"), 
h+p 
Alay 
2° ee LT Re RES LR US 
2(h + p)? h+p h+p 2 
Or, 


| | 
fe & (A) 
u(o,)< 2Vp + E sin 12 


9 


ae | w | Ms a ogy s s . n 
28in ——— doit donc être inférieur à la plus grande racine de l'équation 
ent 

ee = A 12 
RE — 2tVp + E+ pote — 


Donc sensiblement 


Vu+e+Vey5+ a 


Rise h 


En résumé, pour que, avec u = he, on ait 


nu) > VA +pr+p—E}, [p=p(s)] 
moyennant n =n,(e,u), il faut, en supposant 


h>h'(e)+e- et nr > N'(6,h), 


pu 
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h 
fiant cette condition (B) : 


que le rapport À, — =" soit dans l'ensemble E"(e, u) des nombres i" véri- 


Sur tous les arcs de cercles ayant leurs centres à l’origine et définis par 
les conditions 

ca Dre da PE ap a Ci RQ a 

(32) TL TI po 5 < Arg we )< à ; 


: I F(¢)|} — Y! : 
le maximum de va be surpasse p(9)-+ © D. a’, B', y! étant 
h 

indépendants de ¢ et de h, «' pouvant être choisi quelconque, B' et Y'en 
résultant. s 


Formules analogues à celles de M. Mandelbrojt. 


96. Considérons le nombre 


22)". Ra (w) = lim] dasa (a, %) |. 


Dans la région infinie £,(u) ou X, du cercle T,(u) de centre — u et 
de rayon R,(w), il existe une fonction g,..(3)(non uniforme si a n’est 
pas entier réel) coincidant avec 3 *g,(z) dans la partie commune a >, 
et à S,('z|>R,), et ne possédant dans 2, (wu) aucun point singulier 
à distance finie. Au contraire la circonférence T,(w) contient au 
moins un point singulier de g,.,. Quatre cas sont à distinguer : 

1° L'origine est dans la région finie de F2. Alors g,(s) est défini 
dans &, et les points singuliers de g,., situés sur I’, (ils appartiennent 
à V) sont des points singuliers de g,. Donc 

Re) RS = |u|. 

On a encore R,(u)—=R(u), la valeur des deux nombres étant h= w| 
quand, O étant extérieur à B,, [, contient O et un point de V distinct 
de O. Ce point est singulier pour g,_. et pour 81. 

> O est dans 2, et extérieur à B,. Alors g,(s) est holomorphe à 
l’origine. Si £20 est l’ordre du zéro présenté par g,(z) au point O, 
a est entier au plus égal à #. On a encore 

R,(u)=R(u)<h=lult. 
3° O extérieur à B, est sur Tl, et I, est disjoint de V. g, est holo- 
208 
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morphe au. point O, mais non pas 37* g,(z). Avec les notations du 
cas précédent, a est non entier ou entier supérieur à #. 


R,(u)=A > R(u). 


4° Oest sur V et dans &,. Alors gi(z) est au voisinage de O(et hors 
de V) de la forme z* (3), 9 étant holomorphe au point O, sans que Li 
le soit. « est ou bien non entier, ou bien entier inférieur à l’ordre 
(éventuellement nul) changé de signe du zéro présenté par p(z) à 
l’origine 

R,(u)<h—=R(u). 

Soit V, la région formée par la réunion de toutes les régions E.(u) 
pour toutes les valeurs possibles de wu. V, peut encore se définir ainsi : 
Soit A,(0) la droite 3 = e®[ p,(8) + it] telle que, dans sa région posi- 
tive A;(0) d’équation 3 = c( p+ it), p > pA(0), t réel quelconque, il 
existe une fonction holomorphe g,.,(3) égale à une détermination 
de s-*g,(s) dans la partie commune à A; et à So. 

Si l’on n’avait pas exclu l'hypothèse R,—0, il aurait pu se faire 
que s =o fut l'unique singularité de g,(s), et si g,(:)—= 3 7P(s), 
P étant un polynome de degré au plus égal à l’entier positif g, alors 
quel que soit « entier au plus égal à — q, g,..(z) est holomorphe dans 
tout le plan à distance finie, R,(u) = 0, quel que soitu, etp,(0) =— + 
quel que soit 0. Mais, R, étant supposé positif, p,(9) a encore pour 
minimum — R,, comme p(0). 

R,(u)— A tend en décroissant vers p,(0) quand X croit indéfi- 
niment. Si 4, = y.,(0) est le plus grand des deux nombres py (0+o) 
et p; (9—o), R,(u) vaut toujours au moins V[k+p,(0)F +1 
et finit par devenir inférieur à y[A+ p,(0)f + vst € quel que soit € 
positif donné. Comparons p,(0( à p(9). 

1° Si p(0) >0o, g, ayant au moins un point singulier sur A(6), un 
tel point est différent de O et par conséquent est singulier aussi 
pour g,.,(3). Alors p,(0)— p(0) > 0. Et réciproquement. 

De même, si p(9)=o avec |p'(8+0)!+! p'(§@—o)|>0, 
A(9) passant par O contient au moins un point singulier de 2,(3) 
distinct de O. 

Done p,(9) = p(9)=0, 

2° et 3° Si p(9)<o, c’est que g,(z) est holomorphe à l’origine. 
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Soit & l’ordre du zéro (420) présenté par g, pour s=0. Alors 
Pa(9) = p(8) < o si « est entier inférieur ou au plus égal à &, et BouE 
toute autre valeur de a, p,(0)— 0 > p(0). 

4° Si p(8)=0, p'(9+ 0) = p'(9— 0) =oet sis “gy (3) vaut hors 
de B, une fonction holomorphe à l’origine o(z), alors p,(0) <<0o = p(#). 


Dans ce dernier cas il existe un angle (majeur) 


9,590<56,(0<6,—6,<T) ou p(9)=o. 


V renferme deux segments de droite partant de l’origine et ayant pour 
arguments 0, — =, 0, + =. Dans le triangle limité par ces deux côtés 


et par une droite d'orientation 0 + 2 et sur les deux côtés du même 
triangle se rejoignant en O, 3 *g,(3) se prolonge en une fonction 
uniforme et holomorphe, même en O. Si donc hors de B,,au voisinage 
du sommet 0, g,(s)=3°d(s), } étant holomorphe non nul à l'origine, : 
a aaa 6+ r,r étant un entier non négatif quelconque et pa(0)< 0. 


27. Nous allons évaluer d,,,(u, 3) quand n et k croissent indéfi- 
niment, de façon que le rapport > ” tende vers une limite finie À. 
Reprenons la formule 


(21) Anz (Uy a) = Orth ag uttt +... + Cr per UP + + Anse 


Posons 


p=n 


— di (Uy %) > Cire Gps —p—% | 


Ans (u, a) + Witenes 
p= 1 


D’après l’expression 


io T(in+a-+t) 
Ga. 


T(a—p+1i)T(p+a+i) 
et la formule d’approximation 


Nw es 
T(x + ne (5) V2Trx [R(æ) grand], 
p . nerH D 
. nN—p £ € 4 Fe: ' 
cr, équivaut, pour p fixe, mn croissant, a Tipe) one, 


=H 


| / se) p+ ae BAe e—ür+20 
Aitga)=1S (1 + En.p T (p+a+t) h 


P=A 


Ann Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 4. 39 


306 ARNAUD DENJOY. 
les €,,, étant bornés indépendamment de n et de p, et chacun tendant 
vers o quand n croît, p restant fixe. 
. . . . nr 

Finalement, 8 restant invariable, si m et A croissent de façon que i 

tende vers A, Anis (u, a) tend vers 
D eee pees + à ÀP+2 e—iip+a)0 — 2 e—iab F, (de® ) 
T(p+a+i) 


+a+1) 
p=—1 


en posant 


p= 


= ls 2 les 
he en) = 2 Tœ+a+i) ae 


F,(v) est le quotient d’une fonction entière par ¢; F,(¢) est une fonc- 
tion entière si « est entier nul ou négatif, d’après 


I 
= rx 
Tz) — ©» pou 
entier non positif, ou encore si a, = o. 
Limitons supérieurement le module de A,,,(u, a), supposant 


connue une borne de | g,..(z)|. Ona 


= nad 
ace f (14 ” £1. (2) dz, 
G 


G étant un contour fermé simple quelconque renfermant dans sa région 
finie la totalité de V, et le point — u. Les déterminations de (1 + =) 


et de g, .(3, «) dans la région infinie de G et sur G sont associées par 
la condition que, pour z infini, le coefficient différentiel de l'intégrale 


: a E 
vaut a, [ou le premier terme = hon nul de (2) 


Dès que A est assez grand, À > h(e yw 2, le cercle ouvert 


|s-+u|<h+ p,(9) +, contient à son intérieur la totalité de V,. 
Soit y la frontière du fuseau bicirculaire commun à ce cercle et au 
cerele + /<R,+¢. Désignons par € le point de y le plus proche 
de —u, par x le segment rectiligne (¢, —u). Supposant que n sur- 


passe — a’, partie réelle de — «(a = «'+ 7«”)en sorte que € wa Ji 


s’annule pour s =— u, nous constituons G ainsi : 1° le bord supérieur 
de x parcouru de € à —u; 2° le bord Hibs de x de —uaf; 3° le 
contour y décrit dans le sens direct de € en £. 
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Sur x, nous posons 
z—— Lei teil'+n) et PLD at ie e—in(8+2) &(s). 

: ‘ { 

. 2 t 2 Xlog( 1—- 

Sur le bord supérieur de x, (+2) vaut (13) e. s(s-;) 
2 . . =p eles t À 

(Ro +e<t<h) la détermination considérée de log(1—;) étant 
| Aes z Ha ; 4 4 

réelle. Sur le bord inférieur (1+ =) vaut le nombre précédent 

multiplié par e***. Finalement 


h 

1 e?!Ta 

ngs ej ner Te 
= Ry 


e+e 


L\nTX : 
(: — i) tte-i0--rix Lo(3) dz 


L gg \nro ÿ 
FPE (+ =) &1,0 (5) dz =1,+ ],. 
s 
D’après 1—x< e~ si x est réel positif inférieur à 1, on voit que, 
P 
n A ee EE 
x tendant vers A, toutes les limites de I,| sont inférieures en 


module à 


de OT ie Ÿ | 
M wee lee fe") ae 
1 Ry+é 


Le maximum de |g,(z); pour |: >R,+e« est borné par un 
nombre M(e), 


, I s ; 
etes di se Be (Ry 8), 
MRo+£) 


quand A croit. Soit 


+e 


1 etna” 
A(a)= Fo a (Ry + ¢)7*. 


: : PACE À M Re 
Finalement, à partir d’une certaine valeur de À, |I,;< A0 0e), ne 


Sur y où g,. .(3}est holomorphe en chaque point et où |g1..(3)] est 
uniforme, | si; 
Roi lera(s)| < Male). 
La longueur de y est inférieure à 27(R,+ €), 


£ n rp eRe. cs 
[+ | si hig SA 


| 3 
11 - 

u 
qui tend vers e“”*°~*, Finalement, d’après p,(0)2— Ro, 


| Anil, x) |< Ma(e) eh Pai +e) 
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quels que soient À ete, M,(<) ne dépendant que de € (et de « par un 
coefficient de proportionnalité). 


98. Considérons la fonction F,(¢) qui, après multiplication par ¢, 
est pour toute valeur de «, une fonction entière de type exponentiel, 
dont le module maximum, pour |¢| constant, a son logarithme de 
l'ordre de R,|¢|, si est infiniment grand: 


p= 
De prs ‘ 


P=—1 


Pour toute valeur donnée de 9, on montre comme dans le cas « — 0 
que le nombre p,(0) défini comme la limite de R,(A, 9) — h pour À 
infini est égal au nombre g,(8) donné par la relation 

ga(6)=Tim ; log | Fa(he-t) |. 
— 
La diseussion effectuée plus haut nous mène aux conclusions sui- 
vantes : 


1° Ô étant donné, si la relation g,(9)>o [ou g,(8)—0, 
|g,(9 + 0)|+|¢,(8—0| > 0] a lieu pour une valeur de «, elle a 
lieu quel que soit a. | 

Dans ce cas, en effet, la droite A,(4) est indépendante de «. Car elle 
passe par un point singulier de g,(3) autre que l’origine. 


2° Si pour une valeur de 4 et pour une valeur de a, on a g,(8)< 0, 
les nombres 0 où la même inégalité a lieu forment un intervalle infé- 
rieur à 7, soit 0, <0<0,<0,+ 7x. Pour tous les nombres 0 de cet 
intervalle, et pour toutes les valeurs et les seules valeurs « comprises 
dans une même formule «= {—r, r étant un entier quelconque 
positif ou nul, g,(0) <o. 

Si 0,<0< 0, et sia n’est pas de la forme 8 —r, g,(8)=o. Sif =9, 
ou 9 = 4,, qa(9) — 0, quel que soit «. 

Si 0,< 4< 0,4 27, g,(8) > 0, quel que soit «. 

Dans le cas ainsi étudié, l’origine est un point principal de V, 
V contient deux segments se rejoignant à l’origine et dont les argu- 


ments sont 0, — D 0, + =, et autour de O, g,(3) = 3#p(3), 9(z) étant 
holomorphe et non nul à l’origine. 


Fr 
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3° Si pour une valeur de @ et une valeur de a, on a 4: (8) =o et 
g.(9) =o, il peut exister une famille de eres B—r, et il en 
existe au plus une, et généralement aucune, telle gg ,(0) <0. Si 8 
existe, les circonstances sont celles du second cas, avec 6,<9< 9, 
et a= 8 —r, ou avec 0 —0,, ou 0 = 4,, a quelconque. 

Le corollaire suivant se déduirait immédiatement du théoréme de 
M. Polya. 


CoROLLAIRE. — La condition nécessaire et suffisante pour que l’origine 
soit dansune certaine région limitée par une droite et dans laquelle g, (2) 
est prolongeable en une fonction holomorphe g,(z), ou méromorphe g:(3) 
ayant pour seule singularité un pôle à l’origine, l'ordre de l'origine par 
rapport à g, ou à g, étant Ventier k, c’est-à-dire : l’origine étant un 
zéro d'ordre & pour g,, si # est positif ou nul, et un pôle d’ordre — # 
pour g, si # est négatif, cette condition est que, pour une certaine valeur 
de 0, et dès lors pour tout un ensemble de valeurs formant un intervalle, 

pas 


2 Pee. hpi 
pe a 


p——14 


TER 4 
lim . log <6; 


A=0 A 


tandis que la plus grande limite du premier membre est nulle quand on 
remplace l’entier k par k-+-1. 


29. Soit a un point quelconque du plan, différent de l’origine. 
Hors du cercle de convergence I'(— a) dont le centre est a et le rayon 
R(— a), et dans la région S,(|3| > R,), on a [formule (17)] 


\ n(— @) 
TE Peo 


w=) 


avec | 
d(—a)=a,. d(—a)=a, 


+ n—p —, an 
ads ene Aone 1)? PG ag PH. (41) Cia a 


Même si R,=o (mais s’il y a une infinité de coefficients a, non 
nuls), la fonction 


pS 


: Does, | 5 
(5) "ala, i 


PE 


est, après multiplication par » une fonction entière detype exponentiel 
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avec l’exposant R(—a). Cette fonction correspond à la fonc- 
tion Ÿ ee holomorphe et égale autour de l'infini à g,(3+a). 
Tous les résultats obtenus par le moyen de la fonction F,(¢) et pour 
le caractère présenté par g,(3) à l'origine, nous fournissent, à l’aide 
de la fonction F,(a, ¢), les renseignements analogues pour la 
fonction g,(z) au voisinage du point a. 

Posons g,(a, 3)=g,(3 +2), 


pala, 9) =Tim à log | Fa(a, he~®) | et p(a, 9) =p,(a, 9). 


La fonction g,(a, 3) réalisant le prolongement de g,(a, 3) dans des 
demi-plans limités par des droites A(a, 6)=e*[p(a, 0)+x] 
est g,(3+a). Soit a= pe’. Alors 

p(a,8)=p(8) — pcos(6 — %). 


Le contour V(a) correspondant a g,(a, 3) se déduit de V par la trans- 
lation figurée par la relation ponctuelle V(a)= V—a. C'est le 
contour V quand l’origine du plan complexe est portée au point a. 
Onagia(a, 3) = 3 *g,(3 + a), si a est non extérieur à V. 

Si a est sur V sans en être un point principal isolé, 

p(a, 0)= pa(a; 0) = 0, 
quels que soient « et 0. | 

Si a est dans V, O est intérieur à V(a), p(a, 8)—p,(a, 0) > 0, 
quels que soient 4 et «. 

Si a est extérieur à V, cas où g,(3) est holomorphe au point a, 
ou si a est un point principal isolé de V (supposons que V ne se 
réduise pas au seul point a), il existe dans les deux cas un angle 0’, 6” 
(0'< 0”<.6’+- 7) tel que 0 — D) 0" + È soient les directions des demi- 
tangentes menées de a à V et parcourues à partir de a. 

Alors pour tout 4 appartenant à l'intervalle 0 8 < 6", p,(a, 9)<o, 
l'inégalité p,(a, 0) <o ne pouvant avoir lieu que pour une famille 
a = 8 — r(rentier positif ou nul). Au contraire, pour 0”<0< 0 +27, 
p.(a, 0) > 0, quel que soit «. 

Supposons encore a extérieur à V. g,(3) étant holomorphe au 
point a, 8 existe. C’est un entier #, nul si g,(a) 0, égal à l’ordre du 
zéro présenté par g,(3) au point a, si g,(a) = o. 


4 
M2 2 
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En particulier, considérons le cas où 


So(B) = Ay + m3+...+an3 +... 


est une fonction entière. go(2) =ÿ + n’a d’autre singularité que 
l’origine (Ry = 0). 81.0(@, 3) est toujours singulier au point — a et 
régulier au point a si «=k — r(oSrsh). Ici, Y= % — =, 8" — 4 + =: 
1° pa(x, 8) =—pcos(§—) >o si |8@—p|22: et quel que soit «; 
20 si|8@—v| < =, p.(a, 9) =o pour « non entier ou entier supérieur 
ak; et p.+(a, 9) =— pe cos(8— L)<o pourr—0,1,2, ..., k. 
Soient = =; neey ==, ... les zéros de f,(3). 3, tend vers o quand n 


= 


2 n 
croit. Les z, sont les zéros de gy(z). L'ensemble des z, est donc iden- 
tique à l’ensemble des nombres a — peït vérifiant la condition 


p=—i 
tandis que si = n’annule pas f,(2), le premier membre vaut o. 

En remplaçant dans le premier membre le diviseur (p+1)! 
de &,.,(@) par (p+ )!, sans changer le reste de l'inégalité, on carac- 
térise les nombres a tels que - soit racine d’ordre au moins égal 
akde f,(z). 

Revenons au cas général où R, >0, et supposons que a soit un 
point principal isolé de V. On a cet énoncé : 

Si f,(z) est méromorphe, tout pôle : de f,(3), tel qu’il existe un 
cercle passant par ce point, et laissant l'origine dans une région 
où f,(z) est prolongeable en fonction holomorphe, sera caractérisé 
par la condition 


PES ‘ 
Tim + log Dre = 0 (pr 6 <6"). 
A=@ , 

p=s 


Etude des points singuliers principaux isolés par la fonction entiére associée. 


30, L'examen de la fonction entière F(v) associée à go(3) peut 
nous faire connaître la nature de la singularité présentée par 8: (3) 
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en un point € principal isolé du contour convexe V. Rappelons qu'un 
tel point € est ainsi défini, que sur un intervalle majeur 0, 0 < 4,, 
p(@) est linéaire en cos et sin6, P(®)— pcos(8— 4). Dès lors, 
{= pe. Les points © sont ainsi mis en évidence par la seule étude 
de F(+). Citons encore les deux formules bien connues : 


I 
(34) Fr)= fete dz, 
C étant un contour simple quelconque dont la région finie contient V et 


(35) s(s)= [Fe de, 

la dernière intégrale étant prise le long d’un rayon 6 — ke" et ayant 
un sens si 3 —e"(p + it) avec p > p(8), donc si z est dans la région 
positive de A(@). 

Ces relations montrent que les deux fonctions F(+) et g,(z) sont 
chacune pour l’autre une fonctionnelle linéaire. 

Supposons que, autour du point € et dans Q, région infinie de V, 
g, se mette sous la forme A(z —C) + B(z:,0) de façon que, dans la 
région positive d’une droite 3—e"[ p,(0)+ ct], p,(@) étant le plus 
petit possible et inférieur à p(@) pour 0, << 0< 6,, A(z — C)n’admette 
que la singularité s=€, et B(z, ©) soit holomorphe. On peut 
évidemment supposer en outre que A et B sont holomorphes en = 
dans Q et nuls à l'infini. | 

Alors, si F(v) = e*L(v) + L,(¢), avec 


Le) = 5 f Alu) edu. 
27 Je 


L(s) est d'ordre exponentiel nul pour 6,< 6< 4), en ce sens que 
Tim + log | L(Ae-#)| = 0 (B,<6<0,) 


A 


et L(v) est d'ordre exponentiel négatif p,(@) — p(@) dans le même 
intervalle 0, <0< 0,. 

Ainsi, poure= Ae", 6, <6<0,, A infiniment grand, e~“F(») possède 
une valeur asymptotique L(v) ne dépendant que de la partie principale 
de g,(s) au point €, L(#) ne changeant pas par l'addition à g:(s) d’une 
fonction holomorphe au point ¢ [et dans un demi-plan contenant A(4). 
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à son intérieur |; l’approximation de e~*F(v) par L(¢) étant d'ordre 
exponentiel négatif pour toute valeur de dans l’intervalle 9,, 0.. 
Réciproquement, si, pour 


b= Le À et y= he, 


e*F(v) vaut L(¢) à l'addition près d'une quantité d'ordre exponentiel 
négatif, on a 


at=| L(v) e's) de + (2), 
! À=0 


Y(z) étant holomorphe au point € et même dans la région positive 
d’une droite 3 —e"[p,(0) + à], avec p, << p(8), en sorte que C est 
intérieur à cette mème région. Si € est une singularité isolée pour 
l'intégrale constituant le premier terme de l’expression de g,, cette 
intégrale fournit la partie principale de g,(3) au point he 

Appliquons ces considérations à divers cas particuliers. 


31. 1° Supposons qu’au point 6, 8: (3) ait un pôle d'ordre m, 


A “4 + aor SE aca Gt" eer + (3), 
(zs) étant holomorphe au point ¢ et par suite aussi, dans la région posi- 
tive d’une droite s=e"[p,(9)-+- zt] avec p: (0)< p(0)(0,<8< 42). La 
partie principale de g.(z) au pointé est représentée dans F(v) par la 
fonction entière ‘ | 
L(e) = AUS boy +...+ | 

tandis que (2) est représentée dans F() par une fonction entière du 
type exponentiel, mais d’exposant p(0) <p(®). Si donc o() est un 
nombre positif inférieur à p:(8)—p:(0), L(¢) est valeur de e“F(¢) 
avec une erreur inférieure a el", quand ¢ s’éloigne indéfiniment 
sur le rayon ¢= ie”, D'ailleurs, o(6) n’est positif qu’à l’intérieur de 
l'intervalle 8, 0< 6, et s’annule aux deux extrémités de cet 
intervalle. 

Ainsi, d’abord la fonction F(¢) par l'examen de son exposant p(®) 
nous donne la connaissance du point ¢ commun à toutes les 
droites A(®) pour 8<0< Q,, et ensuite la partie principale 


Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fase. 4. ho 
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de e~*F() pour ¢ infini dans l'angle (— 4, —9,) nous donne la 
partie principale du pôle présenté par g,(3) au point ¢. | 

Réciproquement, si e~“F(¢) est la somme d’un polynome et d’une 
quantité dont l'ordre exponentiel dans l'angle (—@;, — 9,) contenant 
la direction — 6 est négatif, g,(3) possède au point € un pôle dont le 
polynome susdésigné nous fournit la partie principale de g,(z) au 
pôle €. 

Considérons maintenant la fonction 

F,(v) = F(v) — et L(+). 

-C’est la fonction F(¢, Ÿ) relative à 


‘=n 


ae be 
Wis)=als)— 2 Grete 


Cherchons l’ordre exponentiel p,(8) de cette fonction dans l’angle 
0,<.9<6,. Si, dans un intervalle majeur (0,0) contenant le 
nombre 4 et inclus dans 9,, 0,, p,(9) est de la forme a cos0 + bsin8, 
la droite 3 =e"[p() + cp’(9)] passe par un point C, fixe. On forme 
e"*F,(e), et l'on examine si, dans l'intervalle 0,< 4 < 0! cette 
fonction est la somme d'un polynome et d’une fonction d'ordre expo- 
nentiel négatif. S'il en est ainsi, la fonction 4(z) possède un pôle au 
point ¢,, et l’on a la partie principale de }(z) relative à ce pôle au 
moyen des coefficients du polynome désigné. 


Toujours avec la même valeur de 0, on peut recommencer l’appli- 


cation de la méthode. Soit qu'après un nombre fini d’opérations, on 
trouve un exposant p,(0) = p,_, (8) = w(6), soit que ces opérations se 
poursuivent indéfiniment, on trouve à la limite la valeur minimum &(@) 
telle que dans la région positive de la droite 3 = e®[w(6)+ it] la 
fonction go(z) soit prolongeable en fonction méromorphe. 

En opérant ainsi pour chaque valeur de 4, on obtient le plus petit 
contour convexe ® dans la région infinie duquel g,(z) est prolon- 
geable en fonction méromorphe. Cet exposé appelle toutefois diverses 
observations. ; 


31 bis. D'abord, la méthode indiquée pour obtenir &(0) exige une 
infinité d'opérations ayant la puissance du continu, savoir une suite 
distincte pour chaque valeur de 4. On peut, en réalité, obtenir ® avec 


Si. 
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une suite dénombrable d’opérations. Il suffit de se donner une suces- 
sion de valeurs de 6 partout denses, par exemple, 0 =0-+ 27an, 
a étant un nombre irrationnel et n un entier positif quelconque. 

Si les n premières valeurs de 9 ont mis en évidence des pôles &, 
6, ..., 61 (dont certains peuvent manquer) et les parties princi- 
pales correspondantes, on considère la fonction 

: £=n—1 
Fa(v)=F(o) — D et [oi +... + bm 0] 
. «=0 
obtenue en retranchant de F la somme des parties principales relatives 


aux exposants successifs &, ¢’, ..., 0"). F,(v) est la fonctionnelle F 
relative à 


k=n—1 
cing ig tr bin 
8o,n(%) = 8o(%) — By ES ae a oats |: 
k=0 


Si, dans un intervalle 4”, 6%” contenant 4 (intervalle pouvant ne 


pas exister), F,(e) est de la forme e"[L,(e) + (eer! L,(e) 
étant un polynome, o(4) pouvant être choisi positif, mais non indé- 
pendant de —06, argument de ¢ variant entre — 6%” et — 0%”, et de 
façon que 8(¢) soit borné pour chaque valeur de cet argument de ¢, 
dans cette hypothèse, ¢” est à la fois un point singulier principal 
isolé et un pôle pour le prolongement de £o.n(2) en fonction holomorphe 
dans la région positive de la droite normale à l'argument 0 et menée 
par ¢”). 

Il est évident que le nombre de pôles situés à distance positive de ® 


© et dans la région infinie de ® est fini. Chacun d’eux se manifestera dès 


que nr est assez grand. Car, si de l’un quelconque d’entre eux, soit n, 
on mène les deux demi-tangentes à ®, la bissectrice extérieure de cet 
angle sépare de ® un nombre fini de pôles. Si 8 est l'argument de la 
bissectrice intérieure dirigée de ® vers le sommet n de l'angle, une 


suite de nombres choisis parmi les 6” et tendant vers 6 finit par carac- 


tériser un C” identique à n. Ainsi, une suite dénombrable d'opérations 
nous donnera tous les pôles ¢” du prolongement de g,(3) dans ®. 


31 ter. D’autre part, si les C!" existant effectivement sonteninfinité, 
une question de convergence se pose. Dans la région finie ®, choi- 


21 
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sissons un point quelconque C,. Si® est un segment unique, Co sera 
pris indifféremment sur ce segment. Si ® est un point unique, 
{, sera ce point. De e®*(bM+...4+ do *] =e" L,.() on 
retranche e[B+...+ 80], le crochet étant formé des pre- 
miers termes du produit e**—"L,(¢) développé suivant les puissances 
croissantes de ¢ et arrêté à un rang m; tel que le reste, désigné par 


e~*y,(¢), soit inférieur à 2-" si|¢|< 2". La série 
Q(P)=F (6) —Byn(e) = F(v)—2[e Li(v)— et (B+... + BY mit )] 


est une fonction entière. Son exposant dans une direction 4 quel- 
conque est au plus égal au nombre w(6) tel que la droite D(4) définte 
par s =e"[a(0) + ct] soit tangente à D(!). Q(¢) est la fonctionnelle F 
d’une fonction g,(z) holomorphe hors de ® et telle que g,(3) — ga(z) 
se prolonge a partir de S, et dans toute la région infinie de ® en une 
fonction méromorphe, ayant précisément pour singularités les pôles ¢”’ 
avec les parties principales définies par l’expression asymptotique 
de F(¢). L'étude de Q(e) pourra nous donner sur g,(z) des indications 
analogues à celles que F(¥) nous a données sur g,(z). Et ainsi indéfi- 
niment, transfiniment, si la nature de g,(z) s’y prête. 


32. Si &1(2) au point ¢ possède une singularité isolée essentielle et 
RO & b ivy, | 
vaut Ÿ TEST + Ÿ(z), une infinité de coefficients 5, étant non 
R=1 ‘ 


nuls, et Y(z) étant holomorphe au point %, V6, tend vers o quand # 
croit, et 


eS F(e)=L(se) + Ue), L(s) => — 1 pres 
1 


(1) I ne suffit pas cependant de s'inquiéter de la seule convergence de la série. Une 
correction %,(2) trop accentuée pourrait donner une fonction Q(v) plus croissante que 
le type exponentiel ou une fonction g,(z) exagérément singulière aux abords de +. 


On peut éviter cet inconvénient en rectifiant la partie principale polaire P, (—) 


Z— Cla) 


de So.n(s) au point 0 par soustraction d’un polynome en 


7? soit Z,, obtenu par la 


2 . ‘ . are 20 
méthode de Runge et différant de Pp, de moins de n-2 dans la région formée des 
points dont la distance à ® surpasse le double de da distance de oa. La fonction F 
relative à go — ZZ, jouit des propriétés désirées pour Q(v) 
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I(e) étant de l'ordre de e~*"*, o(8)>0 pour 0, 9< 4%, 6— Xe". 
La partie principale de L(¢) est une fonction entière dont l’ordre expo- 
nentiel est nul, en ce sens que lim ; log| L(Ae~)] = 0 pour toute 
direction 0. Réciproquement, si e~*F(¢) a une partie principale L(¢) 
entière d’ordre exponentiel nul, dans un intervalle 9,< 9< 4, avec 
une approximation exponentielle comparable à ¢7°", o(0) étant 
positif dans le même intervalle, g,(z) admet € comme point essentiel 
isolé, et la partie principale de g,(z) autour de € se déduit immédia- 
tement de la partie principale L(v) de e~“F(¢) dans l’angle 0, C9< 4). 
Ces singularités isolées pourront être réunies aux pôles du prolon- 
gement de g,(3), et l’on obtiendra le plus petit contour convexe d”, 
dans la région infinie duquel le prolongement de g(z) est uniforme et 
ne renferme que des points singuliers isolés, polaires ou essentiels. 
Ainsi, le seul examen de la fonction F(¢) attachée à g,(3) donne 
successivement les singularités uniformes isolées du prolongement 
de g(z) dans la région infinie ®* et les parties principales de ce 
prolongement en chacune des singularités mises en évidence. 


33. Examinons maintenant si l'étude de F(¢) nous donne encore la 
nature analytique de g,(z) et l'expression de sa partie singulière en 
certains points ¢ principaux isolés sur V quand le prolongement de g, 
autour de © n’est plus uniforme. 

Supposons que, dans Q et au voisinage du point ¢, principal isolé 
de V, commun à toutes les droites A(0) pour 0, <0<[0,, la 


+ 2 


fonction g,(3) soit de la forme D Cn(3 — 1)" + (zs), avec les 


Im — © 


_ précisions suivantes : A,(0) étant la droite parallèle à A(4) et 


définie par sa distance à l’origine, savoir p,(9), inférieure à p(9) et 
non diminuable, soit 4* la région positive de A,(9), région conte- 
nant A(@) et en particulier ¢. Soit Q,(Z, 0) la région réunissant Q 
et A*(9). Voici nos hypothèses : 


1° ds) est définie et holomorphe dans A;(4), et aucun «,, n’est 


entier positif. 


2° Désignons par 5 à la fois l'intervalle rectiligne accru du point 4 
joignant ¢ à sa projection orthogonale sur A, (6), et aussi la longueur 
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de cet intervalle : o<o = p(0) — p,(9) <2R,. En retranchant © 
de A*(0), il reste une région A7(6) — o, où l’argument de 3 — C variera 
de 6 — x sur le bord négatif de o à 0 + = sur le bord supérieur. Nous 
supposons que dans cette région g,(z) est prolongeable en fonction 
holomorphe g(z). Il en résulte que A(z —6)—g,(3)— (3) est 
aussi prolongeable et holomorphe dans A;(0)— o. 
3° Les «, sont réels (on pourrait s’affranchir de cette restriction). 


Bien entendu, nous supposons que certains &, sont non entiers — 


négatifs, sinon nous serions dans un cas déjà étudié. mam est 
supposé positif, si m n’est pas nul. &, —c,—0. La détermination 
de chaque terme c,,( ut est définie par cette condition que, sur 
la demi-perpendiculaire à A(®) issue de ¢ et située dans A*(0), 
l'argument de z — € est égal à 0. 


Nous supposons la série Xc,,(z—C)*" absolument convergente 
dans y+, cercle d’équation |3—€|< 6. Dans y* diminué de o, la 
somme de la série est A(z —C). g,(z) est donc prolongeable indéfi- 
niment dans y* et toutes ses déterminations sont bornées dans tout 
cercle |z —C|S<a—e<op. 

Si nous groupons ensemble tous les termes où «, a une même 
partie fractionnaire, nous mettrons le développement sous la forme 
Z(3—C)*j;(3). Chacune des fonctions j,(z) est holomorphe 
dans y*, sauf au point € lui-même si j,(3) y possède un point 
essentiel. 7,(z) contiendra une infinité de termes c(3—CY à 
exposants entiers positifs [le premier étant non nul, si 7,(3) est holo- 
morphe au point €] dans le cas où (3 —C)**j, est holomorphe dans Q 
et même dans Q,(E, 0) — co. Dans la partie commune à B et à A, (6), 
J4(3) a au moins une singularité afin de compenser celle du facteur 
(s—C)*, par exemple, j,(3)=(3—%,y#h;(3), Ay étant holomorphe 
dans Q,(6, 0). 


33 bis. Soit 
S(:)=Y Cm(s—)*™ et S.(z) =P om(s —t)%. 


m<o m>0 


Examinons les conditions de convergence absolue de la série 
totale S, + S,. Posons a, =Z|c,,| sin<a,<n-+1. La somme des 


moe 
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+ «© 


modules de la série A(z — ©) est Ma |s—C|",a un facteur près com- 


pris entre|z— (| et Ta Pour n a o, laconvergence absolue deS, 


ow . . —n 
dans tout voisinage de ¢ exige lim Va, =o. Pour n > 0, la conver- 


ni—x 
gence absolue de S, pour | s —C|< a exige lim Va, <a”! 
= it | 
On enconclut, sijz—C|=p<o-e<a—2,<4, 
k 


S.(s) <D cn(s = rt 0 Pr a 182 ch « 
1 


E—& (a —&,)** 
quel que soit k>1, ae, ) étant indépendant de s. 


34. Cherchons dans F(¢) les contributions de S, et de S, respec- 
tivement. 

Dans la formule (34), nous choisissons ainsi la partie du contour 
d'intégration C située dans A;(0). € étant un nombre positif inférieur 
au quart de a, et un autre nombre positif très petit, soit y le lacet 
ainsi formé : 


1° Le segment o’ obtenu en diminuant o de’ à partir de €, et de« 
à partir de A,(6); done sur o’, 3—Û— pe, ’<p<a—e. Cette 
première partie de y est décrite sur le bord négatif de o’, (3 —¢) 
vaut gece: ; 

> Un cercle c de centre © et de rayon ¢’ infiniment petit décrit 
dans le sens direct (ce cercle peut étre ensuite réduit au point © 
sim >o, d’où a, > —1); 

3° o' parcouru en sens inverse de la première fois, de ¢=« 
ap —=o—e, (s—¢)* valant ek ea 


! 


On complète y pour obtenir G : 1° par le segment s parallèle à A,(0) 
situé dans A*, à la distance € de A,, et contenu dans le cercle 
13, <R, +e, s étant interrompu par y au point où s rencontre 6; 2° par 
la partie du cercle [3] =R, +¢ située du côté négatif de s prolongé. 
La partie de F(¢) correspondant à ce trajet complétant y sur C est 
inférieure à m,(e)e (+, m,(e) étant indépendant de 9. Si nous 


21% 
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_ divisons cette partie de F(¢) par e”, le quotient est infiniment petit, 
. de l’ordre approximatif de e-°*, quand A croît indéfiniment. Sur le 
lacet y, la contribution de (zs) est nulle. Tout revient donc 


à évaluer — [AG — Ce“: dz pour y=Ae®. Ona 
21H 
¥ 


x — git 

— fe — tr ev) dz = — oi ate dt, 
j > 2iT P 

ain J, + 


y! étant le lacet allant du point A(o — e) de l’axe réel (avec l'argument 

initial 0) pour y revenir après avoir tourné autour de l’origine dans le 

sens positif, d’après u— e'"(s —C)v=A(s—C)e*”, 

— eine [we so fo ee [= ati 
be 


2iT 


He ae] : 
A(o—€) 


SOIT. 0. 
bel s\)eidzs= a4 cae ra Le 
= JS je =e | a, * 1(#) 
Y m<0 


HO ( Shen De pour 6, <6<0,. 


m<0 
2° Soit «, >o. Certains a,[=X|c,,| pour o£n<a,<n+1] 


surpassent (2R,+ €)". Donc, la série > — Garo ET (en +1) 
$ m>1 
est non absolument convergente quel que soit «, à moins que les «,,ne 
soient extrêmement voisins d’entiers. 
Mais cette dernière série, nécessairement illimitée et divergente, 
fournit une évaluation asymptotique de la fonction. 


a étant positif, la fonction t*e ’ croît jusqu’à t= à pour décroitre 


X(o—) 
ensuite. Dès lors, l’intégrale figurant dans les calculs f let 
à 0 


sera conservée sous cette forme pour « >A(a—e), cas où elle 
est inférieure à [A(o—e)|*"'e*. Pour «<< A(o—«), la même 


œ 


intégrale sera remplacée par F(a+1)—f te-'dt, le dernier 


A(G—E) 


. ec 


von FR 
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terme étant inférieur à [A(o — <) ]J*e~*'"~’. On en conclut que 
I : gr I : 
air S,(3) es dz == evs E = > Calan sin Tm (Gm + 1) + ts | ; 
if —1< An <K(O—8) 


He] >: |@m| A" (ao — €)%m + ee PAGO el Cay 


a A = 
0< Am <A (T—8) Am > N(T—E) 


<p(e)e ns, 


pe, (e) étant indépendant de À. 
Finalement, 


G6) eR) D FE +o) SL (0) +110), 


Xm < x(O—2) 


1(¢)e*\°-**) tendant verso, siv = Ae”, c= p(4) — pi (8), 0,< 9< 4%, 
À infiniment grand. ° | ; 


34 bis. Réciproquement, supposons que e-*F(v) soit, dans l’inter- 
valle 0, < 6 < 8, d'ordre exponentiel nul et évalué asymptotiquement 
par une formule telle que (36), la suite des c,, rendant convergente 
la série Z|cn|o" pour o<p< et Uv) étant d’ordre inférieur 
à eo) pour 0, 0<0,, e=Ae™. Alors la fonction g(3) donnée 
par l'intégrale (35) sera de la forme 
(36 b)' 83) = Zem(s — 6) + (5), 


pour 3 situé dans y*— a, }() étant holomorphe dans A(0). 

En effet, décomposons L(+) en trois sommes L, ,(¢), Ly.3(¢), Lo(*), 
définies respectivement par %,< —1, —1 << mK 0,0 << An < 1(o—8). 
Seul L, .(e) est infini pour ¢=o. Il est de l'ordre de ¢-*-"'(a@_, 0). 
L, est nul pour 0 LÀ < + 
pour ¢=o, de façon que F(e) soit continu à l'origine. Soit 
L,=L,,+L2.|L(e)|et|/(v)| sont intégrables à l'origine 


. l(v) devra être infini comme — L, i Oy 


it) oF Nex? des $ L, (6) + Ly (6) + U(e) Jem = I, (2) + L (3) +76). 
81 (3) f (p}e uf [ 


0 


Dans le champ d’intégration, ¢=he”, 2% variant seul. Posons 


ge — = ell?) = ce (E + im). 


L'intégrale j(z) est définie et holomorphe pour § >—2+, 
d’après | /(v)| <e 179. 


f 
Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 4. hi 
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Posons u,,(¢) = ts, 5 siv = Ae”, 0,< I< 0, et pn(s)=en(3—9), 
(—2<9<n). 


I,(s) a un sens pour > o et vaut Sc, (3 — © a, développement 
moo 


absolument convergent quel que soit =. 
Pour étudier I, (3), supposons d’abord 9 = y = 0,0 = po —e. 


x 


m (= TRE 
Lés)= » Un(¥)e" s-)) dy =P, ves ail Al t—-%m—1 e— dt. 
9 0a OS) m>o fon 


Soit IT un lacet contenu dans le cercle [u|<1 et décrit de 1 à 1 
avec les arguments initial o et final 25. all sera le même lacet 
obtenu en multipliant par a tous les points de II. 


f t-*1 e—' dt —T(— x) — af ee di 
Ya ie all 
(ia 
LE = [ Ur he de: 
LEARN De 


13) = Ÿ p(s ee act €) Xm pi V+Ti%m 


m>o 


= Anne — is 


= Tac 1) aa f° RENTE du. 
~ I 


Soit 7,(3) la seconde série. D’après P (x++-1)a-* << e'"** FR 


le terme général de la série j,(3) est en module inférieur à c,(o — ¢)™ 
si §>—o+e, m assez grand. Donc dans la région  >—o+¢, 
la série converge uniformément et /,(3) y.est holomorphe. Posant 

=] ++, nous avons montré que l'identité (36 b) est satisfaite 
sur le rayon s—l= pe", 0 9 5 — 2. Elle est donc vraie dans la 
partie commune à y* et à Q. En outre Ÿ(:) indépendant de ¢ est holo- 
morphe pour § > — + 2e, done dans A°(0). 


39. On pourrait plus généralement considérer le cas où, dans la 
région Q) (2, 4), g,(=) se prolongerait en une fonction 


| (3 —0)*dv(x)+ (s), 
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Y étant comme toujours holomorphe dans A(0), v(a) étant à 
variation totale bornée dans le champ —o, + et continu 
pour « entier positif. En outre, si 


fo 40a) = om 


. AT — — 
lim ÿa,— o quand n tend vers — et lim Va, <o-' pour n—+. 
On trouvera encore pour F(¢) une forme caractéristique 


; 5 EE po 
(37) eR oy f D tl) + U0), 
¢, À, 9, o, I prétant aux mêmes stipulations que pour la for- 
mule (36). 

La représentation de la fonction g(s) dans le cercle y* ou|s—5| <¢ 
sera plus précise si l’on pose 3 —C=e*”, w=s- it ett =o sur 
la demi-droite d’argument 4 issue de ¢. Par hypothèse 


+ 2 : 
g(z) = G(w) = e—*"dy,(a), s > — loge. 


La fonction v,(«) se calcule au moyen de G(s) supposé connu et 
susceptible de recevoir cette représentation. Supposons zéro intérieur 
à la bande de convergence absolue s, << 5 < 5, de l'intégrale (51). 


ix 
Si of G(#) dw désigne la vraie valeur de l’intégrale, obtenue par 
—in 

l'exclusion des intervalles |#|< 7 et |#|>K de l’axe imaginaire, 
y, et K tendant ensuite le premier vers zéro, le second vers l'infini, 
alors la variation de cette intégrale entre b et 6’ n’est autre que 
v,(b') —v,(b). [Les points de discontinuité sont rendus de première 
espèce. | 

C’est à cette expression de g(s) que correspond l'expression 
asymptotique de e~* F(#) que nous avons trouvée pour  — ners 

Si gi(s)=(s —5)*y(2), ys) étant holomorphe au point ¢, la 
fonction que nous avons appelée F,(s, Dest entière en « avec un ordre 
exponentiel négatif, tandis que e ‘*F(s) possède pour v= re "un 
développement asymptotique divergent, dont la détermination toute- 


41, 
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fois n’offre pas la méme simplicité théorique que celle des coefficients 
de la fonction entière F,(¢, ©) ('). | 


III. — Singularités du prolongement dans l'étoile de Mittag-Leffler. 


36. Soit (A) l'étoile de Mittag-Leffler rayonnant rectilignement dans 
toutes les directions à partir de l’origine et relative à l'élément 


(1) So (4) = +5 +...+ an +... 


(A) est l'ensemble des segments Om sur lesquels /,(z) est prolon- 
geable en une fonction holomorphe (cette dernière fonction est holo- 
morphe dans un domaine ouvert contenant à son intérieur le segment 
Om, mais s’écartant: de celui-ci aussi peu qu'il est nécessaire). 
Soit f(z) le prolongement de f,(3) dans (A). f (3) estuniforme dans 
(A). Soit U la frontière de (A). En général, U contient des segments s 
finis ou infinis dont le prolongement passe à l’origine. L’extrémité d'un 
segment s la plus proche de l’origine est un point singulier pour /(3). 
Il en est de même pour l’extrémité la plus éloignée de s si cette extré- 
mité est à distance finie. 

Un tel segment s peut être frontière de (A) unilatéralement ou 


(*) On trouvera dans ma Note déjà citée (Comptes rendus, 204, 1937, p. 1613) 
quelques indications non développées dans le présent article. Certaines concernent la 


configuration géométrique de H au voisinage de Co, déduite de R(9, 2) pour infiniment _ 


petit. D’autres ont trait aux expressions analogues à la fonction dn(u) de M. Mandelbrojt 
et susceptibles de lui être substituées. 

La fonction la plus générale n’ayant dans le plan d’autres points singuliers que 1 et 2 
est H[— log(1—x)], H(u) = Xa,u" étant une fonction entière quelconque de u. Si, 


pour |x| <1, H[— log(1— x)] = 28,2", la fonction poe a; d’après le célèbre 
théorème de M. Hadamard, les mêmes points singuliers non nuls que >: a en général 


tout au moins. S'il en est ainsi, on peut remplacer dans les formules de M. Mandelbrojt 
An par dy, Br. 
p=h 


: I 
l’expression générale des 8, est 8, = 7 D apP!S%=|, sous la seule condition 
oe Fe 
que \/x, tende vers zéro quand p croit. S?_, est la somme des produits p à p des inverses 
des (2 — 1) premiers nombres entiers ; Sf = 1 (42>0o). 
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bilatéralement (sur une de ses parties tout au moins). Dans le second 
cas, un point du segment s, sauf son extrémité la plus proche de zéro, 
peut être pour f(z) un point bilatéralement régulier ou encore une 
singularité simplement unilatérale. Si ce point est bilatéralement 
singulier, f(z) peut présenter au voisinage de ce point des caractères 
analytiques différents suivant le côté de s où l’on aborde ce point Nous 
dirons que le point singulier ¢ de f(z) est principal, si f(s) est holo- 
morphe sur l’intervalle OZ, ou si ¢ est point d’accumulation de points 
singuliers de l’espèce précédente. 

Nous nous proposons de donner des formules analogues à celles de 


M. Mandelbrojt et fournissant l’ensemble H des points singuliers 


principaux de f(z). 


37. Rappelons d’abord un théorème connu de la théorie des séries 
trigonométriques. Soit 


Æ(o@) ro pot pre +. + pers +... 
le développement en série trigonométrique sur le segment oSw<27 
d’une fonction continue /(w) de période 27. Il résulte des théorèmes 
: : SIRET te 
de W. H. Young et de ses continuateurs que si la dérivée — existe 
en tout a sauf au plus en un ensemble dénombrable de points, 


et si Fate (a >>o) est sommable sur le segment o, 27, la série 


Z|u, [7% converge. A fortiori, la série £],| converge, et son reste 
quand on la limite à son terme de rang 7 est de l'ordre do 


Soit (7) une fonction analytique de +, holomorphe et relents 
dans le cercle |t|<1, nulle avec 7, continue sur la circonférence y, 
savoir t= e(oSw réel $27), ayant sur y une dérivée continue sauf 


en un nombre fini de points, et telle que |Z) (a > 0) soit, si 
== ei, sommable en w dans le champ o <w < 27. Alors, si 
ÉD TH CAT" a ([T| <1), 


1 
la série Z|u,|"* est convergente et par suite la série exprimant ¢ 
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en + converge normalement (ses termes sont inférieurs en valeur 
absolue à ceux d’une série convergente à termes positifs, indépen- 
dants de +} dans l'ensemble formé par y et sa région finie. Quand + 
décrit le domaine fini |+| <1, ¢ décrit un domaine ouvert S avec cor- 
respondance uniforme et continue dans les deux sens de tet de = ainsi 
que de leurs frontières. S est limité par une courbe simple de 
Jordan C possédant une tangente dont la direction présente au plus 
un nombre fini de discontinuités. 

Supposons enfin que pour 7 —1, le point ¢ correspondant soit éga- 
lement 1. 3 étant un point du plan, considérons la fonction 


f{at)=L(T, 3) 


de +. Elle est holomorphe en = à l’origine. Donc, pour || assez petit, 


(43, a) fGs)=Ÿ pals)", 

a=1 
U.n(z) étant un polynome en z. Pour que la série du second membre 
converge pour |7|<1r, il faut et il suffit que dans le domaine 2S 
obtenu en multipliant tout nombre de S par z, f(u) soit holomorphe 
en u. Car u est holomorphe et univalent en + pour |7| <1. Considé- 
rons la convergence sur la circonférence |=[—1.Ona 


DD ees PY 
om =f (u)2 


Si donc, non seulement f(u) est continu sur la frontière zC de =S, 
1 


mais si |/’(u)| y est bornée, la série X| Hall à converge et a for- 
tort aussi Ê|u,(3)|. Faisant + —1, on trouve 


J(s)= 2 pals), 


la série | u,(3)] étant convergente. D'ailleurs, la borne M,(3) de 
| /’(w) | sur la frontière de 3G fournira une borne supérieure de l'erreur 
commise en arrétant le développement de f(s) au terme de rang n. 
Poe , kM,(s : 

Cette erreur est inférieure à ay k ne dépendant que de (+) et non 
pas de f(s). Nous admettrons ces points, qui, en l’état actuel de la 
théorie des séries trigonométriques, n’offrent aucune difficulté de 
démonstration. 


nee : 


ETUDE SUR LA DETERMINATION DES SINGULARITES DE LA FONCTION ANALYTIQUE. 327 


37 bis. Le développement en série de polynomes que nous obtenons 
rappellera immédiatement au lecteur les développements trés généraux 
définis par P. Painlevé ('). Mais celui que nous utilisons présente une 
différence essentielle du point de vue des applications. Painlevé effec- 
tuait la représentation conforme (+) de l’intérieur d’une circonfé- 
rence y’, de rayon supérieur à 1, dans le plan des + sur un domaine du 
plan £, soit S’, ouvert, à connexion simple, contenant (à son éntérieur) 
les points o et 1, conservés dans la représentation. Aussi pour t = 1, 
Painlevé était-il assuré de la convergence absolue de la série (43 a). 
Mais en admettant les points T—1,t#—1, sur les frontières respec- 
tives des deux domaines, nous aurons l’avantage d’obtenir des formes 
arithmétiques simples et précises pour les coefficients des poly- 
nomes lu, (3). 


38. € étant un nombre réel donné entre o et 1, soit, pour 


Siret i) ae] rie" (og wgar), 
(38) t=1— (1—T)é. 
o— FT 
Si + décrit y, t—i—sinse *. Le point ¢ décrit une boucle C, 
entourant l’origine, symétrique par rapport à l’axe réel, présentant 
au point —1 une pointe dirigée vers la partie positive de l’axe réel, 
l’angle des deux branches de la pointe avec la direction négative de 


l’axe réel étant en valeur absolue = (pour ¢=1, t=7, C, est égal ay). 


Dans la région finie |t| <1 du cercle y, la détermination de t nulle 
à l’origine (et réelle avec 7) réalise la représentation conforme de 
l'intérieur de y sur la région G: intérieure (finie) de la boucle C.. Le 
développement de ¢ suivant les puissances de t pour |t| <1 est 


4 e(e —1) 
(39) des Se 


= (ary eS (17 Gr, 


(*) Note en addition aux Leçons sur les fonctions de variables réelles et les dévelop- 
pements en séries de polynomes (Collection de Monographies sur la Théorie des Jonctions, 


Gauthier-Villars, Paris). 
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la notation C! ayant le sens défini par cette égalité et déjà rencontré. 


La série trigonométrique obtenue en faisant te dans l'égalité (39) 


2 di € dt |1+e 
est absolument convergente, parce que, d'après = = HR Al 


est sommable sur le segment o£w<2r. 
Calculons pour cette fonction t(7) les polynomes p.,(3) et d’abord 
les puissances entières 4”. Posons 


wm Yp.n(€)-T”. 


Evidemment 


pe (ea ee at On ETAPE Et 


On peut donc supposer n2p. 
CHE 


(40) Sy —1)#C} = DD GS (3 PCT 
k=0 k 


ren n=0 
D'où 
k=p 
(41) Yo.n(€) = (—1)" Ÿ (— 14 CoC, 
k=6 mn 


Yp.n(€) est un polynome de degré p en € 

On peut donner à y,.,(¢) une seconde forme mettant mieux en 
évidence l’existence dans y,_,(<) du facteur e? indépendant de n. 

Dans la puissance p° d’une fonction 


b= pylt pete... + TT... 


le coefficient de <” est 


p! ae ’ 
»+ AA NL Ar Re MS 


la sommation étant étendue à toutes les suites associées r;, À; ainsi 
conditionnées : les 7;, À; sont des entiers positifs, 


PT a Rn OM A M+ Ag+... +A=p, MPa Agree. +=. 
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Si u,.=(—1)'-'CZ, on en conclut 
! , 
(42) Hate > aa. (Cg)! # 
eke ee Pp! e(e—1)...(€ —7,+1) |” 
2 1) ei Ay! Ag! cal Lt oT | 


7 [pier sa 
2 2 “| 


Chita) ase 


si HR AS CES Pe 2) Les PS ogre 
(rs EI) er 


Évidemment, pour n=p, s=1, ri—=1, A =p, Y,—€". Cette 
seconde forme de y,.,(<) met en évidence le diviseur e?. 


38 bis. Les coefficients y,,,(<) étant suffisamment étudiés pour 
notre objet, formons die 


(43) fhe [1 —(1—Tt}¥]} =a de 3? t? 


= 
sas BASS Yale) = a+ >, Prl, e)r" 


p=1 n=p n=1 


et ' 
(44) Un( 5, €) = Yan(E) 415 + Yan(E) 45H... + Yn.n(€) An Fn- 


u,(z,e)est un polynomeensetene de degré n be rapport à chacune 
des deux variables. 


39. Appliquant les résultats généraux exposés précédemment, 
étudions le rayon de convergence de la série (43). Posons 


(45) p(s, €) = lim Vln(s €). 


1° Si f(u) possède un point singulier intérieur à 2S., ¢(5,¢) 1. 
2° Si f(u) est holomorphe à l'intérieur de :5;, p(s, € e)St. Ce cas se 
subdivise. 
Si f(u) possède sur =C; frontière de =S., un point singulier distinct 
de zs, onao(s,¢)=I. 
Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 4. 
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Si f(u) est régulier sur 3C., sauf éventuellement au point = lui- 
même, on a encore p(3,€) =1, à l'exception de la circonstance tres 
particulière suivante : Si autour de ¢ (et précisément sur le rayon OË) 


f)= 2e (1 À) VIæ| étant borné, f(¢t) sera holomorphe 


pour += 1, et alors le contour CC, ne passant par aucun point singu- 
lier de /(u) (qui par hypothèse n’en a aucun dans CS.), le rayon de 
convergence de (1) surpasse 1 pour s =. Nous désignerons par £. un 
point ¢ de cette nature relatif à cette valeur de «. Un même point ¢ ne 
peut convenir qu’à un nombre fini de valeurs de e qui sont les multiples 
de la plus petite d'entre elles. Les diverses valeurs €. correspondant 
à toutes les valeurs possibles de € sont isolées, si elles existent. Elles 
forment un ensemble vide ou dénombrable. 

Si f(u) est holomorphe sur la frontière 3C. de 3S. la série 
a,+Xp,(s,e) est absolument convergente et sa somme est f(z) 
(même si 3 n’est pas un point &.). L'ensemble des points 3 vérifiant 
la condition que /(u) soit holomorphe dans 3S. et sur sa frontière 
forment un ensemble ouvert (A.). On voit aisément que si 3’ est inté- 
rieur à zS,, 3’S, et sa frontière sont intérieurs à 3S.. Si 3’ est sur 3C,, 
la frontière 3'C. de z’S, est aussi intérieure à 3S., sauf par le seul 
point z’ lui-même. (A.) contient donc 3S, s’il contient z.. Il suit de là 
que la frontière U. de (A.) est une courbe simple rencontrée en un point 
et en un seul par tout rayon 3 —Re issu de l’origine. (A.) est la 
région finie de cette courbe, région contenant l’origine. (A.) est un 
domaine étoilé. Les €. ne sont pas dans (A.). 

Sur tout ensemble fermé intérieur à (A.), la série Zu, (3, €) converge 
normalement, le reste de la série arrêtée au n° terme étant inférieur 


en module i) M’ ne dépendant que de la distance de l’ensemble 
fermé a U,. 
Pour tout point 3 de U., f(u) est holomorphe dans le domaine zS., 


mais non pas sur 3C.. Les ¢,, s’ils existent, sont sur U.. 

Finalement, l’ensemble des points où p(s,e)—1 est identique 
à l’ensemble (A.) + U.= (A. ), éventuellement diminué de l’ensemble 
dénombrable des points &, où o(¢, €) >1. 


Pour conclure, U. est la frontière de l’ensemble (3, ¢)=1. 
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39 bis. Considérons encore l’ensemble E,(e) des points 3 où 
| un(s, E)| 1. 


E, (e) est limité par une courbe algébrique y,(e) dont E,(<) forme une 
région (ou plusieurs régions). Soit E(e) l’ensemble limite restreint 
(au sens de Borel) des E,, c’est-à-dire l’ensemble des points s dont 
chacun appartient à partir d’une valeur n(z) de n à tous les E,(e). 
Si = est intérieur à (A.), la série É|y,(z, €)! étant convergente 
(a fortiori si  estun C.), 3 est dans E(e). Si, au contraire, z est exté- 
rieur à (A.), 3S. contient un point singulier de f(u), ¢(3,£)>1 
et lim|u,(z,¢)|—=0; 3, est étranger à E(e). Donc les deux 


ensembles A(e) et E(<) ont mêmes points intérieurs et mêmes points 
extérieurs. U. est donc la frontière de E(e), dont la définition analytique 
est relativement simple. 


39 ter. Faisons varier <. Soit «<< e. Alors, de même que la boucle 
frontière C. de S. est intérieure à S., sauf par le point t=1, de 
même la frontière de =S. est intérieure à 3S, sauf par le point =. 

Si f(u) est holomorphe sur le segment rectiligne Oz, il existe 
toujours une valeur minimum ¢, = e,(z)<1, telle que pour € <<,(5), 
s soit dans A,. = appartient à U. et la frontière de =C., contient un 
point singulier de f(u), ce point singulier n'étant pas 5. 

L'étoile (A) est donc la réunion des régions (A.) pour 0€ ES, 
(A,) étant l'intérieur du cercle de convergence de la série (1 bis), ce 
que nous appelions précédemment (A,). Il suit de là que si = est 
dans (A), la série £u,(z, €) convergera absolument pour << é,(5) 
(et divergera pour ¢>€,). Elle convergera normalement pours <¢,(E) 
si = est situé dans un ensemble fermé borné E intérieur à l'étoile (A). 


40. Le polynome 
P, (3, €) = Ho(s; €) + pals, E)+...+ Un(3, €) 
se met sous une forme simple. Posons 
P,(3, €) =A + 4Pin(e) s+ % Bon(é) 24... + Gn Brn(e) =". 


PE, <) est ce que l'on obtient quand, dans le développement 
22 
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de f[ s[1—(1—7)*]] suivant les puissances croissantes de 7, on 
supprime tous les termes ayant en facteur <”*' et, dans la partie res- 
tante, on remplace 7 par 1. B,.,(¢) est donc ce qui reste de 


[1—(1—t)* P=, 


quand on effectue sur cette derniére fonction les opérations précé- 
dentes. Mais, d’après l’égalité, exacte quelle que soit la fonction 
convenablement dérivable sur l'intervalle o, 1 


n) : 
(0) + (0) +... + FI =e) — à [Ge gi (e) de, 
on trouve 
ar mf (1—<c)" PE dr 
Or, 
k=n 
aid (— nthe 
k= 
n+ tp kelke — ke — Ads \e—1 
et Cate art se rc, ate Se = i 
f=1 
Posons 
Es x x 
ae) = Gi) (€), 
Il vient 
k=n 
Bpn(e)=1+ > (—1) Chan (Ke). 
ko=1 


(On vérifie que, pour p et € invariables, n croissant indéfiniment, 
By.n(€) tend vers 1). Finalement 


pon K=p 
= 
(46) Pa(3, €) = @+ Ÿ ap D (— 1) Chon(ks) zh 
p=1 k=0 
Axi pon 


52 (— oz Chaps? 
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et, à la condition nécessaire et suffisante que z soit dans la région (A.), 


Ea) jim Entre €). 


41. Ces préliminaires analytiques étant traités, passons à la déter- 
mination des points singuliers de f(z) par l’application du principe 
géométrique initial. 

Posons 3 = Re® (R > 0, 4 réel), et soit C(6, €, R) la boucle sC, de 
sommet Re’ formant la frontière de 3S.. C étant décrit dans le sens 
positif par le point s¢ en même temps que + décrit y dans le sens des 
w croissants, O est dans la région positive et finie S(0, e, R) de C. 
S +. C est croissant en R, 4 et e restant invariables. S est croissant 
en €, R et 4 restant invariables. Mais S + C n’est pas croissant en ¢, 
puisque S + C renferme le point invariable s = Re”. . 

La théorie générale s'applique donc aux courbes C(6, <, R), où 0 a une 
valeur invariable, ce qui fait déplacer le point s sur une demi- 
droite OA fixe, axe de symétrie commun des C(0, e, R) et lieu des 
sommets anguleux de ces courbes. « et R correspondent respectivement 
aux paramètres a et b de la théorie générale. 


Pourchaq : valeur debetdee, soitR =R(0, 2) — 4(e)2 FR le maxi- 
mum des nombres positifs R tels que p(Re‘,e) =lim yj p.,(Re”, €)| = 1. 


Sur Le segment o, ÿ(e) de OA, 9 = 1 sauf au plus en un point où p >I. 
Soit (0, ¢) la boucle correspondant à e—%(e), H(6, e) ou simple- 
ment H(e) l’ensemble des points singuliers de f(s) situés sur T(8,e). 
Il est évident que chacun de ces points Cest tel que l'intervalle recti- 
ligne OZ est tout entier dans (A.), a fortiori dans (A). Au contraire, si 
un point singulier ¢’ de f(s) est tel qu’il existe sur l'intervalle OÙ un 
point singulier de /(s), ¢’ ne sera jamais sur la frontière d’un I'(4, €), 
quels que soient 0 ete. L'application de la méthode ne donnera jamais 
directement un de ces points €. Tout au plus pourront-ils apparaitre 
comme points d’accumulation de points de la première sorte. Donc la 
méthode ne conduira jamais qu’à des points de H. 

Pour chaque valeur de €, }’(¢+-0) et Y'(e — o) existent et sont 
respectivement le rang minimum et le rang maximum (en raison de 
ce que la région S croissant avec R est la région positive de C) des 


334 ARNAUD DENJOY. 


points de H(<) sur (8, ). Sur C(0,<, R), un point est défini par 
l'argument w du point correspondant de y décrit par 7 =e". Le rang 
d'un point de C(0,<, R) est une fonction de w, g= (9, €. R, w). 
Étant donné 6 invariable, puis une valeur choisie pour €, enfin 
R = 4(4, e), les équations 


De o)=g[8,6 (6), 0] et (9, —o)—g([8,e, Y(e), où] 


ont respectivement pour racines tous les nombres w, et tous les 
nombre «, définissant les premiers le point initial de H(e) et tous ses 
conjugués, les seconds le point terminal de H(z) et tous ses conjugués. 


42. Appliquons la méthode a une infinité dénombrable partout 
dense de demi-droites OA, d’arguments 9,. Je dis que l’ensemble des 
points singuliers mis ainsi en évidence, complété par ses points 
d’accumulation, comprend la totalité de H. 

Soit € un point singulier de première espèce de f(z), c'est-à-dire 
tel que f(z) soit holomorphe sur l'intervalle OZ. Soit c un cercle de 
centre € et de rayon aussi petit qu’on le veut; 27 étant positifinférieur 
au rayon de c, considérons un rectangle « limité par deux parallèles 
à la droite OÙ ou A, à la distance n de part et d'autre de A, et par 
deux perpendiculaires à A d’abscisses, comptées parallèlement à A, 
égales à — 1 et à {+ 7%. Soit r la région de ce rectangle « étrangère 
ac. La frontière de 7 comprend un are c, de c. Soit c, l’are de c 
ayant même milieu que c, et une longueur moitié moindre, 8 l'angle 
indéfini de sommet O formé par les rayons issus de O et rencontrant c', 
enfin 7’ la région de 8 intérieure à c. r’ est limité par deux segments 
rectilignes situés sur les côtés de 3 et par deux ares c’ et c, de c( fig. 5). 

/(s) étant holomorphe sur l'intervalle OZ, on peut choisir n assez 
petit pour que /(3) soit holomorphe dans r (c étant supposé fixé). 
Soit s un point quelconque de 7’. On peut choisir ¢, assez petit pour 
que, si :<e,, la partie de sS. extérieure à ce soit dans r. Done si un 
point = der’ est tel que f(u) soit holomorphe dans 7G: mais, non pas 
sur sa frontière, tous les points singuliers de f(w) situés sur cette 
frontière sont intérieurs a c. 

D'ailleurs c, est intérieur à (A.,) et a fortiori à (A). Considérons les 
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demi-droites OA, intérieures à 8. Comme elles sont partout denses 
dans B, il est évident que si, 3 variant sur l’ensemble + des points de 
rencontre des OA, avec c!,, la région 3S. était toujours dans (A.), le 
point ¢ lui-même serait dans (A.), contrairement à notre hypothèse. 
Il y a donc sur eau moins un point 3 étranger à (A.). SoitO A, la demi- 


Fig. 5. 


droite contenant ce point. Comme le point de OA,, situé sur c, est 
intérieur à (A.), il existe sur la partie de A,, intérieure à 7’ un point 
frontière de (A.). A ce pointz,—%(0,, 2)e» correspond un ensemble 
H(9,,, ¢) situé sur la frontière de z,,S.. Cet ensemble est entièrement 
dans c, comme nous l'avons dit. L'application de la méthode à la 


Re dl 
demi-droite OA,, donnera par la considération de eas eo), 


LAC ¢—o) au moins un point ¢,, intérieur ac et de la première 
espèce. Il est à remarquer que ceci se produira dès s—:, et pour 
toute valeur de € inférieure à €;. 

En donnant au rayon de cune suite de valeurs décroissantes tendant 
vers zéro, on voit que © sera ou bien fourni lui-même par une tnfinité 
de demi-droites O A, tendant vers Of, ou bien obtenu comme point 
d’accumulation de points fournis par l'utilisation d'une telle suite de 
droites. 

Finalement, la méthode appliquée a la famille OA, donne la totalité 
de Het nul autre point singulier de /(3). 
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43 Indiquons le calcul du rang q d’un point z sur la courbe C(6,<, R). 
Pour une valeur de w donnée, ce rang est indépendant de 6, dont la 
variation revient à une simple rotation d'axes de référence. Considé- 
rons donc la courbe C(o, ¢, R), savoir 3 


D —TR 
E= RU (DS R] 1 25 sine et 3 | 


On a 

= = a —=R(1— 7) log(1— +) = R(1— 5°] log sin = + | 
Ca a 1 E—1 piw 
Fo = RE: — 2) eu, 


Le lecteur déduira de là l'expression de 
3 Oz x) 

( dw 
(03 OZ\ 

(or 5) 

C'est une fonction assez compliquée de <, R, w. Il est probable 
qu'elle varie dans un sens constant avec cosw, sans que la preuve en 
soit immédiate. ai 

On peut faire varier simultanément < et l'orientation 6 de la courbe 


limite (0, €) (n° 16). On remplace dans les formules ci-dessus 
écrites R par Re”, ce qui donne g.—g(:, R, w) indépendamment 


q(é, R, W) —=— 


: - O02 ; 
de 4; g. se calculera en faisant intervenir — — cz. 


09 
On pourrait enfin chercher les points singuliers sur le cercle HES à 
mais à partir du point t=—r, par la méthode de M. Mandelbrojt 


pour le cercle. 
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